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В работе исследованы процессы синхронизации и образования структурных паттернов в много-
слойной сети динамических элементов, взаимодействие между которыми в пределах слоя происхо-
дит согласно принципам аддитивности и гомеостаза, тогда как слои конкурируют между собой за
оптимальную топологию.
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ВВЕДЕНИЕ

Теория сложных сетей представляет собой эффек-
тивный инструмент исследования множества процес-
сов, происходящих как на макроуровне — в сетях го-
родов и популяций [1], социальных системах [2, 3],
так и на микроуровне — в биологических сетях [4]
и нейронных ансамблях [? ]. Разработанный на дан-
ный момент инструментарий — алгоритмы и теорети-
ческие методы — приближают ученых к решению мно-
гих задач. Однако, несмотря на достижения последних
двух десятилетий в этой области научного познания
все более явной становится необходимость выхода за
пределы привычной парадигмы для понимания более
сложных явлений. Причина этого довольно проста —
не существует систем, функционирующих полностью
изолированно. Напротив, все они взаимосвязаны, и то,
что происходит на одном уровне взаимодействия, вли-
яет на структуру и динамику процессов на другом
уровне — так многие реально существующие физиче-
ские, социальные, биологические и инфраструктурные
системы состоят из нескольких частей, взаимодейству-
ющих друг с другом. Выявление принципов взаимодей-
ствия между отдельными адаптивными сетями, таких
как кооперация и конкуренция, а также изучение об-
ратной связи между эволюцией структуры и динами-
кой адаптивных сетей, представляется важной задачей,
исследование которой позволит получить более целост-
ное представление о процессах, протекающих в реаль-
ных системах [8, 9].

В качестве такой системы, состоящей из взаимо-
действующих подсетей может быть рассмотрена мно-
гослойная сеть (multiplex network) [10] динамических
элементов, слои которой содержат идентичный набор
узлов, но имеют различную топологию связей. В на-
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стоящей работе исследуется структура и динамика
многослойной адаптивной сети фазовых осцилляторов,
структура слоев которой имеет обратную связь с ди-
намикой элементов и эволюционирует согласно прин-
ципам аддитивности [11] и гомеостаза [12]. Принцип
аддитивности заключается в том, что между элемента-
ми, состояния которых близки за определённый проме-
жуток времени, связь усиливается. Гомеостаз подразу-
мевает ограничение суммарной силы входящих связей
каждого узла. Взаимодействие между слоями исследу-
емой модели происходит по принципам конкуренции,
приводящей к динамическому перераспределению свя-
зей внутри каждого слоя.

1. МОДЕЛЬНАЯ СИСТЕМА И МЕТОДЫ
ИССЛЕДОВАНИЯ

Исследуемая система состоит из M = 2 слоев, каж-
дый из которых содержит N = 500 узлов, динами-
ка которых описывается с помощью известной модели
Курамото [13], являющейся признанным инструментом
исследования всевозможных форм коллективной дина-
мики [14–16]. Динамическое состояние i-го узла, при-
надлежащего слою l, определяется выражением

ϕ̇l
i = ωl

i + λ

N
∑

j

wl
ij sin

(

ϕl
i − ϕl

j

)

, (1)

где ωl
i — заданные случайным образом натуральные

частоты в диапазоне [-π, π], wl
ij — вес связи соединя-

ющей узлы j и i в пределах слоя l, λ — сила связи.
Изначально фазы взаимодействующих элементов зада-
ны случайно в диапазоне [-π, π] на каждом слое. Ве-
са связей также заданы случайно в пределах каждого
слоя так, что выполняется соотношение

∑

i6=j

wl
ij = 1, (2)

означающее постоянство и идентичность суммарной
входящей связи каждого элемента внутри слоя с те-
чением времени, что отражает свойство гомеостазиса
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в исследуемой системе. Вес связи, соединяющей узлы
i и j, принадлежащие слою l, изменяется согласно за-
кону
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где величина plij , зависящая от времени, определяется
соотношением
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и является мерой синхронизации между осциллятора-
ми i и j на слое l за характеристическое время адап-
тации T. Таким образом, большие значения парамет-
ра plij приводят к увеличению веса связи между соот-
ветствующими элементами. Совместно с этой величи-
ной, второе слагаемое уравнения (3) описывает адап-
тивное взаимодействие между элементами внутри сло-
ев — степень синхронизации элементов i и j будет тем
меньше, чем больше узел i синхронизован со всеми
оставшимися узлами слоя, тогда как третье слагаемое
уравнения представляет собой конкуренцию слоев за
оптимальную топологию — чем более синхронно ведут
себя узлы i и j на слое k, тем менее синхронизованы
они будут на слое l.

В ходе исследования был проведен численный
анализ динамики процессов конкуренции и син-
хронизации разработанной модели при изменении
управляющих параметров — времени адаптации T
и силы связи λ.

Чтобы получить полную картину эволюции тополо-
гии данной системы, был введен параметр rlayer, ко-
торый характеризует среднюю степень синхронизации
фазовых осцилляторов внутри слоя усреднённую по
всем слоям сети и определяется выражением
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а также rlocal, определяющий среднюю степень синхро-
низации между двумя любыми связанными узлами на
каждом слое, и усредненную по всем парам связанных
элементов
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Дополнительно была рассчитана суммарная разность
весов связей между слоями представленной адаптив-
ной сети, которая вычисляется согласно формуле
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Рис. 1: Двухпараметрические зависимости параметра поряд-
ка по слоям — а, локального параметра порядка — б, сум-
марной разности весов связей — в

и позволяет дать оценку степени синхронизации слоев
сетевой структуры в целом.

На рис. 1 представлены двухпараметрические за-
висимости полученных результатов. При малых зна-
чениях управляющих параметров устанавливается ре-
жим асинхронной динамики — видно, что рассчитан-
ные параметры порядка сети демонстрируют очень низ-
кие значения, в то время как суммарная разность ве-
сов связей очень высока. При постепенном увеличе-
нии силы связи λ, в пределах 0.5 ≤ λ ≤ 3, уста-
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Рис. 2: Степенные распределения весов связей первого — а
и второго — б слоев сети при λ = 0.5, T = 50

навливается режим частичной, кластерной синхрони-
зации внутри слоев сети — в то время как пара-
метр порядка по слоям достаточно мал (рис. 1,а),
степень локальной синхронизации элементов облада-
ет высокими значениями (рис. 1,б). Степенное распре-
деление сети, построенное при λ = 0.5 и T = 50,
позволяет сделать вывод что установившийся режим
характеризуется возникновением топологий, обладаю-
щих свойством свободного масштабирования [17], ко-
торое присуще абсолютному большинству реальных
сетей, и уникальных для каждого слоя (рис. 2), что
также подтверждается значениями суммарной разно-
сти весов связей wd

ij в данной окрестности управляю-
щих параметров (рис. 1,в) Видимые на распределении

локальные максимумы и минимумы, отклоняющиеся
от аппроксимированной прямой, соответствуют именно
тем узлам сети, которые входят в состав однородных
кластеров, сильно связанных внутри себя, но слабо
взаимодействующих между собой.

С увеличением параметра λ разность весов связей
между слоями изучаемой модели постепенно умень-
шается до значений, приблизительно равных нулевым,
что говорит о возникновении идентичных топологий
в слоях сети. В тоже время видно, что локальный па-
раметр порядка и параметр порядка усредненный по
слоям сети увеличиваются. Это свидетельствует об од-
нородном распределении связей внутри каждого слоя.

Также стоит отметить, что изменение управляющего
параметра T имеет значимое влияние только при силе
связи λ ≤ 1, а при больших ее значениях почти не от-
ражается на виде двухпараметрических зависимостей,
представленных на рис. 1.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В результате данного исследования была рассмот-
рена многослойная адаптивная сеть фазовых осцил-
ляторов, используя которую, были численно изучены
процессы конкуренции и синхронизации между узла-
ми системы, в зависимости от таких управляющих
параметров, как сила связи λ и характерного время
адаптации T . Было обнаружено, что при больших зна-
чениях силы связи λ имеют место режимы глобаль-
ной синхронной динамики, характеризующиеся иден-
тичной топологией взаимодействующих слоев и одно-
родным распределением связей в каждом из них, в то
время как при малых значениях силы связи наблюда-
ются режимы частичной и кластерной синхронизации,
а внутри слоев возникают свободно масштабируемые
топологии сложной структуры имеющие некоторое ко-
личество скоплений элементов, внутри которых харак-
терно однородное распределение весов связей.

Полученные результаты позволяют сделать вывод,
что развитие математических моделей динамических
сетей на основе принципов, реализующихся в реаль-
ных системах, таких как аддитивность, гомеостазис
и конкуренция, дают возможность получить структу-
ры сети, близкие к существующим в природе, и лучше
понять принципы такой коллективной организации.
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Dynamics of a multilayer adaptive network with cooperative interaction between layers
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In this paper, we investigated the processes of synchronization and the formation of structural patterns in a multilayered network
of dynamic elements. The layers compete for an optimal topology, where elements interactions within the layer occurs according
to the principles of additivity and homeostasis.

PACS: 05.45.-a
Keywords: complex network theory, oscillator, nonlinear oscillations, multilayer network.
Received 23 July 2017.

Сведения об авторах

1. Кирсанов Даниил Владимирович — студент; e-mail: dankirsdot@gmail.com.

2. Макаров Владимир Владимирович — канд. физ.-мат. наук, ассистент; e-mail: vladmak404@gmail.com.

3. Горемыко Михаил Владимирович — руководитель управления имущественным комплексом; e-mail: gormv67@mail.ru.

4. Недайвозов Владимир Олегович — студент; e-mail: fdf_het@mail.ru

5. Храмов Александр Евгеньевич — доктор физ.-мат. наук, профессор; e-mail: hramovae@gmail.com.

УЗФФ 2017 1760802–4


