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Рассмотрена проблема повышения качества фильтрации зашумленных аудио-сигналов с примене-
нием методов, основанных на дискретном вейвлет-преобразовании с вещественными базисами и
дуальном (комплексном) вейвлет-преобразовании, в котором применяются аналитические вейвле-
ты в качестве базисных функций. На тестовых примерах и при обработке экспериментальных дан-
ных показано, что в случае оптимального выбора порогового уровня подход, использующий дуаль-
ное вейвлет-преобразование, обеспечивает минимальную ошибку восстановления сигнала после
коррекции вейвлет-коэффициентов.
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ВВЕДЕНИЕ
Методы на основе вейвлет-преобразования

[1–5] в настоящее время широко применяются
для решения задач цифровой фильтрации зашум-
ленных сигналов. Многочисленные исследова-
ния вариантов фильтрации сигналов с примене-
нием дискретного вейвлет-преобразования
(ДВП), позволяющие добиться высокого каче-
ства очистки экспериментальных данных от по-
мех, обсуждаются, в частности, в работах [6–10].
Основная идея вейвлет-фильтрации состоит в
разложении сигнала на составляющие на разных
уровнях разрешения, при котором малые по мо-
дулю вейвлет-коэффициенты преимущественно
соответствуют флуктуациям, а большие – неза-
шумленному сигналу. По этой причине очевид-
ный вариант фильтрации состоит в обнулении
малых вейвлет-коэффициентов, связанных с по-
мехами и случайными искажениями, с последую-
щим восстановлением сигнала в ходе проведения
обратного вейвлет-преобразования [2]. Качество
такой фильтрации зависит от выбора пороговой
функции, на которую умножаются вейвлет-ко-
эффициенты. Традиционно применяют два ва-
рианта – “мягкий” и “жесткий” [6–8], в первом
предусматривается коррекция всех вейвлет-ко-
эффициентов, а во втором – только тех, которые
не превышают заданный пороговый уровень.

Несмотря на то что подходы на основе ДВП
рассматриваются в качестве стандартных вариан-
тов вейвлет-фильтрации, они имеют ряд недо-
статков, к числу которых относятся осцилляции
вейвлет-коэффициентов в окрестности сингу-
лярностей, усложняющие обработку сигналов,
отсутствие инвариантности относительно сдвига,
приводящее к непредсказуемым изменениям
паттернов вейвлет-коэффициентов при смеще-
нии сингулярностей, появление артефактов в ре-
конструированном сигнале после коррекции вей-
влет-коэффициентов. В целях устранения этих
недостатков в работах [11–15] был предложен и
впоследствии усовершенствован метод дуального
комплексного вейвлет-преобразования (ДКВП;
англ. – dual-tree complex wavelet transform). Этот
подход обладает приближенной инвариантно-
стью относительно сдвига и оперирует с ком-
плексными (аналитическими) вейвлетами, по-
строенными на основе вещественных вейвлет-
функций путем добавления мнимой части, вы-
численной с помощью преобразования Гильбер-
та. Метод ДКВП предусматривает независимое
вычисление двух ДВП, в результате которых
определяются действительные и мнимые части
вейвлет-коэффициентов.

В данной работе мы проводим сопоставление
методов вейвлет-фильтрации на основе ДВП и

УДК 53.088

ТЕОРИЯ И МЕТОДЫ
ОБРАБОТКИ СИГНАЛОВ



РАДИОТЕХНИКА И ЭЛЕКТРОНИКА  том 62  № 3  2017

ПРИМЕНЕНИЕ ДУАЛЬНОГО ВЕЙВЛЕТ-ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 243

ДКВП для тестовых примеров и аудиосигналов,
представляющих собой голосовые сообщения,
регистрируемые при наличии помех различной
интенсивности. Мы показываем, что применение
метода ДКВП позволяет существенно повысить
качество цифровой вейвлет-фильтрации, обеспе-
чивая снижение ошибки восстановления сигнала
после коррекции вейвлет-коэффициентов.

1. ФИЛЬТРАЦИЯ НА ОСНОВЕ 
ДИСКРЕТНОГО 

ВЕЙВЛЕТ-ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
Дискретное вейвлет-преобразование преду-

сматривает разложение сигнала в базисе локали-
зованных функций, представляющем собой на-
бор перемасштабированных и смещенных версий
“материнского” вейвлета  [1]. Реализация
ДВП предусматривает подачу сигнала на вход
двух сопряженных квадратурных зеркальных
фильтров. Прохождение сигнала через НЧ-
фильтр можно рассматривать как его аппрокси-
мацию на разных уровнях разрешения, а прохож-
дение ВЧ-фильтра интерпретируется как детали-
зация на заданном уровне разрешения [2]. При
разложении сигнала в терминах скейлинг-функ-
ций  и вейвлетов  получаем набор коэф-
фициентов, которые несут информацию о струк-
туре сигнала на разных уровнях разрешения [1, 4]

(1)

Коэффициенты разложения по вейвлет-функци-
ям  характеризуют амплитудные составляю-
щие сигнала на разных масштабах и в разные мо-
менты времени. При проведении фильтрации ма-
лые вейвлет-коэффициенты обнуляются. На
практике широко применяются два основных ва-
рианта выбора пороговой функции – “жесткий”
и “мягкий”. В случае “жесткого” варианта поро-
говой функции

(2)

проводится обнуление только малых по модулю
коэффициентов [6], что сохраняет неискаженной
амплитуду сигнала, но сопровождается появле-
нием нерегулярностей, обусловленных разрыв-
ным характером функции (2). “Мягкий” вариант
пороговой функции

(3)

позволяет избежать нерегулярностей, но при этом
проводится коррекция всех вейвлет-коэффициен-
тов  при умножении их на функцию (3) и ампли-
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туда сигнала снижается [7]. Следует отметить, что
коррекция всех коэффициентов не всегда является
непременным недостатком метода. В частности,
при приеме сигналов в технике связи важно обеспе-
чить эффективное подавление помех, после чего
можно усилить отфильтрованный сигнал.

В обоих вариантах пороговой функции ключе-
вым является выбор значения С. Как следует из
рис. 1, приведенного для тестового примера (за-
шумленных гармонических колебаний), при “мяг-
ком” и “жестком” задании пороговой функции
оптимальное значение С отличается. При этом для
пороговой функции (3) можно достичь наимень-
шей ошибки восстановления сигнала. Величина С
определяет уровень шума, который необходимо
отфильтровать. К числу широко применяемых
способов выбора С относится универсальный по-
роговый уровень, предложенный в работе [6]

(4)
где  – стандартное отклонение шума, N – число
вейвлет-коэффициентов ( ). При проведе-
нии дискретного вейвлет-преобразования число
коэффициентов меняется в два раза при переходе
от одного уровня разрешения к другому, в связи с
чем могут применяться как подходы на основе
глобального введения порога (С является фикси-
рованной величиной, не зависящей от уровня
разрешения), так и подходы, предусматриваю-
щие задание разных пороговых уровней Сj в зави-
симости от разрешения j. В качестве оценки  ис-
пользуется следующая величина [10]:

(5)

2 ln ,C N= σ
σ

4N ≥

σ
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,
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Рис. 1. Зависимости среднеквадратичной ошибки
восстановления тестового сигнала (гармонических
колебаний) на основе метода ДВП с применением
“жесткой” (сплошная кривая) и “мягкой” (штрихо-
вая) пороговых функций; расчеты проведены для
вейвлета Добеши D8 и уровня шума 20 дБ.
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где M – медиана, J – максимальный уровень раз-
решения при осуществлении ДВП. Выбор преды-
дущего уровня  обусловлен тем, что на этом
уровне вейвлет-коэффициенты в основном отно-
сятся к шуму. В качестве количественного крите-
рия часто оценивают вероятность искажений сиг-
нала при пороговой фильтрации или ошибку
фильтрации [7], для уменьшения которой целесо-
образно использовать методы, применяющие ми-
нимальные значения порога, так как они приво-
дят к менее существенным искажениям сигнала.

С этой целью широко используется альтерна-
тивный вариант задания порога – метод SURE
[16], в соответствии с которым в качестве оценки
порогового уровня  рассматривается величина

(6)

Согласно проведенным исследованиям значение
 близко к оптимальному пороговому уровню.

Тем не менее этот подход также может приводить
к ошибкам при больших интенсивностях шума. В
таких ситуациях предпочтительнее вариант сов-
местного использования универсального порого-
вого уровня и метода SURE: если вейвлет-коэф-
фициенты малы, то применяется первый подход, а в
противном случае – второй. Чтобы определить вы-
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бор метода, задается минимальный энергетический
уровень , и величина порога
определяется следующим образом:

(7)

Сопоставление разных вариантов выбора порого-
вого уровня С для метода “мягкого” задания по-
роговой функции, примененного для тестового
примера (гармонической функции с аддитивным
добавлением шума), приведено на рис. 2. Соглас-
но полученным результатам подход на основе за-
дания универсального порогового уровня приво-
дит к наибольшей среднеквадратичной ошибке.
Минимальную погрешность обеспечивает метод
SURE.

2. ФИЛЬТРАЦИЯ НА ОСНОВЕ 
ДУАЛЬНОГО (КОМПЛЕКСНОГО) 

ВЕЙВЛЕТ-ПРЕОБРАЗОВАНИЯ
Подходы, основанные на стандартном ДВП,

имеют ряд существенных недостатков, которые
были отмечены во Введении. Кроме того, они не
позволяют получать информацию о фазовых со-
отношениях, которая часто требуется при реше-
нии ряда практических задач, например, при ре-
шении задач о взаимодействии автоколебатель-
ных систем. В целях совершенствования методов,
основанных на вейвлет-преобразовании, был
предложен подход, применяющий комплексное
вейвлет-преобразование [11, 12]. Поскольку на-
звание “комплексное вейвлет-преобразование”
обычно ассоциируется с применением непрерыв-
ного вейвлет-преобразования с комплексными
базисными функциями, метод [11, 12] в дальней-
шем будем называть дуальным вейвлет-преобра-
зованием. Главная идея данного подхода состоит
в том, чтобы дополнить вещественные скейлинг-
функции и вейвлеты мнимыми частями, полу-
ченными с помощью преобразования Гильберта,
что приводит к комплексным (аналитическим)
низкочастотному и высокочастотному зеркаль-
ным фильтрам.

В соответствии с методом ДКВП вводятся в
рассмотрение комплексные вейвлеты ψc(t) =
= , и на основе функций  и 
формируются два ортонормированных базиса.
Вейвлет-преобразование независимо вычисляет-
ся с использованием каждого базиса, в результате
чего получаются комплексные вейвлет-коэффици-
енты . Алгоритмически метод
ДКВП сводится к двум независимым пирамидаль-
ным разложениям сигнала. В отличие от стандарт-
ного ДВП, накладывается дополнительное требова-
ние – скейлинг-функции и вейвлеты  должны

1 2 3 22 (ln )N N Nε = σ
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Рис. 2. Зависимости среднеквадратичной ошибки
восстановления тестового сигнала (гармонических
колебаний) на основе метода ДВП с применением
пороговой функции (формула (3)) и вейвлетов Добе-
ши D20 от отношения сигнал/шум: 1 – универсаль-
ный пороговый уровень, 2 – совместное использова-
ние универсального порогового уровня и метода
SURE, 3 – метод SURE.
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быть аналитическими функциями, для выполне-
ния этого требования применяют специальные
алгоритмы построения зеркальных фильтров [15].
В проводимых исследованиях применялись
фильтры, предложенные в работе [11], и их про-
граммная реализация на MATLAB, разработан-
ная в [17].

На рис. 3 приведены результаты сопоставле-
ния вейвлет-фильтрации на основе ДВП и ДКВП
для тестового сигнала – гармонической функции
с аддитивным добавлением шума. Как показыва-
ет анализ полученных данных, оптимальный по-
роговый уровень для метода ДКВП меньше, чем
для ДВП при всех рассмотренных отношениях
сигнал/шум (С/Ш). Это означает, что примене-
ние ДКВП обеспечивает снижение вероятности
возможных искажений сигнала в результате по-
роговой фильтрации (чем меньше С, тем ниже ве-
роятность удалить при фильтрации информатив-
ные вейвлет-коэффициенты), что является од-
ним из очевидных преимуществ данного подхода.

На рис. 4 представлены примеры зависимостей
среднеквадратичной ошибки фильтрации для ДВП
и ДКВП, согласно которым метод ДКВП обеспечи-
вает минимальное значение ошибки при подходя-
щем выборе порогового значения.

3. ВЕЙВЛЕТ-ФИЛЬТРАЦИЯ 
АУДИОСИГНАЛОВ

Проведя сопоставление методов вейвлет-
фильтрации для тестового примера, рассмотрим
их применение к экспериментальным данным. С
этой целью рассматривались различные аудио-
сигналы, преимущественно голосовые сообще-

ния, к которым аддитивно подмешивался белый
шум разной интенсивности. Пример фрагмента
голосового сообщения и результаты вейвлет-
фильтрации для различных сигналов приведены
на рис. 5. Вследствие того, что спектральные диа-
пазоны сигнала и шума перекрываются, вейвлет-
фильтрация не позволяет полностью устранить
присутствующие флуктуации, и задание больших
значений пороговых уровней для более эффек-
тивного подавления шума приводит к искажени-
ям информационного сообщения. По этой при-
чине важной задачей является выбор оптималь-
ных параметров проводимой фильтрации.

Визуальный анализ сигналов, представленных
на рис. 5в, 5г и 5д, свидетельствует о том, что ме-
тод ДКВП обеспечивает минимальные искаже-
ния. Результаты расчета минимальной ошибки,
которая достигалась при проведении вейвлет-
фильтрации на основе ДВП (вариант мягкого за-
дания пороговой функции, базисы вейвлетов До-
беши от D3 до D20), а также результаты расчета
минимальной ошибки фильтрации при исполь-
зовании метода ДКВП представлены на рис. 6.

Отметим, что оптимальное значение порого-
вого уровня для этих методов отличается: для
ДКВП оптимальный пороговый уровень равен
0.020, а для ДВП – примерно вдвое больше (C =
= 0.039). При выборе оптимальных значений С
метод ДКВП приводит к среднеквадратичной
ошибке фильтрации, примерно на 9% меньше,
чем для метода на основе ДВП, что является су-
щественным улучшением качества цифровой
фильтрации. Сопоставимые результаты (сниже-
ние ошибки в среднем на 8%) были получены и
для других примеров аудиосигналов и разных от-

Рис. 3. Зависимости оптимального порогового уров-
ня при вейвлет-фильтрации тестового сигнала (гар-
монических колебаний) на основе методов ДВП (1) и
ДКВП (2) от отношения сигнал/шум.
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Рис. 4. Зависимости среднеквадратичной ошибки Е
восстановления тестового сигнала (гармонических
колебаний) на основе методов ДВП (сплошная кри-
вая) и ДКВП (штриховая) от порогового уровня; рас-
четы проведены для вейвлета Добеши D20 и шума 0 дБ.
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ношений С/Ш. Таким образом, можно утвер-
ждать, что метод ДКВП имеет несомненные пре-
имущества по сравнению со стандартным вари-
антом вейвлет-фильтрации, применяющим ДВП.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе проведено сопоставление методов
вейвлет-фильтрации зашумленных сигналов,
применяющих вещественные и комплексные ба-
зисные функции. Протестирован метод на основе
дискретного вейвлет-преобразования с базисны-
ми функциями семейства Добеши для случаев
мягкого и жесткого введения пороговой функции
и трех вариантов задания порогового уровня. Рас-
смотрен метод дуального (комплексного) вейвлет-
преобразования, применяющий в качестве вей-
влетов аналитические функции, который преду-
сматривает дополнение вещественных базисных
функций мнимыми частями, вычисленными на
основе преобразования Гильберта. Данный подход
позволяет устранить ряд существенных недостат-
ков стандартного ДВП, такие как отсутствие инва-
риантности относительно сдвига и появление ар-
тефактов в восстановленном сигнале.

На тестовом примере гармонической функции
с аддитивным добавлением белого шума показа-
но, что стандартный метод ДВП обеспечивает
минимальную ошибку восстановления сигнала в
ходе вейвлет-фильтрации при выборе мягкого ва-
рианта задания пороговой функции и порогового
уровня, введенного по методу SURE. Соответ-
ствующий вывод подтверждается для разных зна-
чений отношения сигнал/шум в анализируемых

Рис. 5. Результаты вейвлет-фильтрации фрагмента
голосового сообщения: а – исходный сигнал, б – сиг-
нал с добавлением аддитивного шума, в – сигнал после
фильтрации на основе метода ДВП с функцией (3), г –
сигнал после фильтрации на основе ДВП с функци-
ей (2), д – сигнал после фильтрации методом ДКВП.
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Рис. 6. Зависимости среднеквадратичной ошибки Е
восстановления аудиосигнала на основе методов
ДВП (сплошная кривая) и ДКВП (штриховая); расче-
ты приведены для вейвлета Добеши D8 (который
обеспечивал минимальную ошибку фильтрации) и
уровня шума 30 дБ.
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данных. Метод ДКВП позволяет снизить ошибку
цифровой фильтрации по сравнению со стан-
дартным подходом, основанным на ДВП, и при-
водит к дополнительному снижению порогового
уровня, что соответствует уменьшению риска
возможных искажений в результате пороговой
фильтрации.

Сделанные выводы подтверждены при анали-
зе аудиосигналов, в качестве которых выбраны
фрагменты голосовых сообщений с аддитивным
подмешиванием белого шума различной интен-
сивности. Анализ экспериментальных данных
свидетельствует о преимуществе метода вейвлет-
фильтрации на основе ДКВП. Этот подход в сред-
нем обеспечивал снижение ошибки вейвлет-
фильтрации на 8% при оптимальном выборе по-
рогового уровня. В качестве значения порогового
уровня, близкого к оптимальному, на практике
может быть использован вариант задания порого-
вого уровня по методу SURE.

Работа выполнена при финансовой поддержке
Российского научного фонда (проект № 14-12-
00324).
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