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Работа посвящена изучению индуцированного шумом перемежающегося поведения в
мультистабильных системах. Данная задача является достаточно важной, так как, несмот-
ря на значительный интерес со стороны исследователей к изучению мультистабильности
и перемежаемости, в настоящий момент времени до сих пор остается нерешенным во-
прос, связанный с детальным пониманием процессов, происходящих в мультистабиль-
ных системах при воздействии на них шумов, и теоретическим описанием возникаю-
щего при этом перемежающегося поведения. Проведено исследование индуцированной
шумом перемежаемости в мультистабильных системах на примере: модельной биста-
бильной системы, находящейся под внешним шумовым воздействием, и системы двух
диссипативно связанных между собой логистических отображений, находящихся под
внешним шумовым воздействием. В рамках работы установлено, что при воздействии
шума на мультистабильную систему и при определенных значениях управляющих па-
раметров можно наблюдать индуцированное шумом перемежающееся поведение. При
этом для данного типа поведения были получены аналитические закономерности для
распределения длительностей участков, соответствующих каждому из сосуществующих
типов поведения, а также найдена теоретическая зависимость для средней длительности
пребывания исследуемой системы вблизи устойчивого положения равновесия от пара-
метра надкритичности. В ходе проведенных численных исследований были получены
статистические характеристики данного типа поведения для обеих систем, а именно:
распределение длительностей пребывания исследуемой системы вблизи каждого из сосу-
ществующих устойчивых состояний, а также зависимость средней длительности пребы-
вания исследуемой системы вблизи каждого из сосуществующих устойчивых состояний
от параметра надкритичности. Результаты численного исследования перемежающегося
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поведения для данных систем были сопоставлены с полученными аналитическими за-
кономерностями для индуцированной шумом перемежаемости в мультистабильных си-
стемах. Показано, что численные результаты и теоретические зависимости находятся в
хорошем соответствии друг с другом.
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The paper is devoted to the study of noise-induced intermittent behavior in multistable
systems. Such task is an important enough because despite of a great interest of investigators
to the study of multistability and intermittency, the problem connected with the detailed
understanding of the processes taking place in the multistable dynamical systems in the
presence of noise and theoretical description of arising at that intermittent behavior is still
remain unsolved. In present paper we analyze the noise-induced intermittency in multistable
systems using the examples of model bistable system being under influence of external noise
and two dissipatively coupled logistic maps subjected to additional noise. We have shown
that the influence of noise on multistable system for certain values of the control parameters
results in the appearance of noise-induced intermittent behavior. At that, for the found type of
intermittent behavior the analytical relations for residence time distributions and dependence
of the mean length of the residence times on the criticality parameter have been obtained.
During the numerical simulations carried out we have found statistical characteristics for such
type of intermittency for both systems, i.e. the distributions of the residence times for both
coexisting stable states as well as the dependence of the mean length of the residence times for
both regimes on the criticality parameter. The results of numerical simulation of intermittent
behavior for systems under study have been compared with the obtained analytical regularities
for noise-induced intermittency in multistable systems. At that, we have shown that numerical
results and theoretical regularities are in a good agreement with each other.
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1. Перемежаемость как непрерывный переход от регулярного движения к ха-
отическому широко распространена в природе и технике [1]. Она наблюдается в
гидродинамике, химической кинетике, в физике частиц высоких энергий [2], кос-
мологии [3] и др. областях науки. Имеют место различные типы перемежающего-
ся поведения среди которых выделим три типа перемежаемости (перемежаемости
типов I–III [1]), возникающие при переходе от периодических колебаний к хаотиче-
ским: on-off перемежаемость [4, 5], перемежаемость игольного ушка [6], переме-
жаемость кольца [7].

Отдельно следует отметить, что шум (внешний или внутренний) может так-
же приводить к перемежающемуся поведению [8, 9], в особенности, в мультиста-
бильных системах [9, 10], когда шумовое воздействие вызывает переход системы с
одного сосуществующего аттрактора на другой (данный тип перемежающегося пове-
дения в литературе известен также как индуцированное шумом переключение между
аттракторами [11, 12] или индуцированная шумом мультистабильная перемежае-
мость [9, 10, 13]). Несмотря на значительный интерес со стороны исследователей к
изучению данного типа поведения, в настоящий момент времени по-прежнему оста-
ется много вопросов, обусловленных во многом сложностью изучаемых систем, что
сильно затрудняет (а в ряде случаев делает невозможным) теоретическое описание
происходящих процессов, оставляя исследователям возможность численного и экс-
периментального изучения.

2. Широким классом объектов, в которых возможен данный тип поведения
(и которые оставались в данном вопросе практически вне поля зрения исследовате-
лей), являются системы взаимодействующих осцилляторов. Подобные системы при
увеличении силы связи переходят в синхронный режим, который может характери-
зоваться мультистабильностью в виде сосуществующих синфазных и несинфазных
режимов [14, 15]. Воздействие шума может приводить к переключениям между со-
существующими режимами и, соответственно, к индуцированной шумом перемежа-
емости.

Для изучения этого явления в работе рассматриваются два диссипативно свя-
занных логистических отображения [15]

xn+1 = λ− x2n + ε(x2n − y2n) +Dξ1,

yn+1 = λ− y2n + ε(y2n − x2n) +Dξ2,
(1)

где ξ1 и ξ2 – случайные гауссовы процессы с нулевым средним и единичной дис-
персией, D – интенсивность шумового воздействия, λ – управляющий параметр, ε –
параметр связи. В работе [15] было показано, что при D = 0 (без шума) данные
логистические отображения при определенных значениях управляющих параметров
(0.75 < λ < 1.25) могут находится как в синфазном, так и в противофазном состоя-
ниях, что определяется выбором начальных условий в исследуемой системе. В том
случае, если на данную систему оказывается внешнее шумовое воздействие, в си-
стеме будет происходить переключение между синфазным и противофазным состо-
яниями отображений, которое можно охарактеризовать с помощью параметра

zn = x2n, при условии y2n < yth, (2)

где yth = 0.6 – соответствует некоторому пороговому значению. В этом случае па-
раметр zn будет представлять собой фактически возмущенный шумом элемент син-
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фазного zsk или асинфазного zak цикла периода два (zsk < zai ), и распределение па-
раметра zn будет иметь два максимума, соответствующих элементам синфазного
и асинфазного цикла периода два. Переключение между двумя сосуществующи-
ми состояниями (синфазным и асинфазным), происходящее за счет влияния шу-
ма, свидетельствует о том, что система находится вблизи катастрофы сборки [16].
Это позволяет описать ее поведение с помощью безразмерной потенциальной функ-
ции с двумя минимумами, которая при выборе соответствующих нормировок [16]
может быть представлена в виде

U (z) =
z4

4
− z2

2
+ bz, (3)

где b – параметр асимметрии. При |b| < 2/(3
√
3) потенциальная функция U(z) со-

держит два локальных минимума z01,2, разделенных критической точкой z∗, соответ-
ствующей максимуму.

Поскольку переменная zn, представляющая собой возмущенный элемент цик-
ла периода два, мало меняется за одну итерацию, в данном случае, как и при рас-
смотрении классической перемежаемости типа I [1, 17], можно перейти от дискрет-
ного рассмотрения к непрерывному

ż +
dU (z)

dz
+Dξ(t) = 0, (4)

где ξ(t) – случайный гауссов процесс с нулевым средним и единичной дисперсией,
D – интенсивность шумового воздействия. А затем можно перейти к стохастическо-
му дифференциальному уравнению (см., например, [8, 18])

dZ =
dU (z)

dz
dt+ dW, (5)

где Z(t) – случайный процесс, W (t) – одномерный винеровский процесс. В свою
очередь, уравнение (5) эквивалентно уравнению Фоккера–Планка

∂ρZ (z, t)

∂t
=

∂

∂z

[
dU (z)

dz
ρZ (z, t)

]
+

D

2

∂2ρZ (z, t)

∂z2
, (6)

где ρZ (z, t) – плотность вероятности случайного процесса Z(t). Для получения
статистических характеристик поведения системы таких, как распределения дли-
тельностей сосуществующих режимов и зависимости средних длительностей сосу-
ществующих режимов от управляющих параметров, необходимо проанализировать
эволюцию плотностей вероятности ρ1,2 (z, t) для двух сосуществующих режимов
отдельно, а именно, ρ1 (z, t) в области I1 = −∞ < z < z∗ и ρ2 (z, t) в области
I2 = z∗ < z < +∞. Обе плотности вероятности ρ1,2 (z, t) должны подчиняться
уравнению Фоккера–Планка (6) в областях своего определения I1,2.

Так как в режиме перемежаемости изображающая точка системы находится в
течение длительного времени в окрестности одного из локальных минимумов, мож-
но предположить, что решения для плотностей вероятности ρ1,2(z, t) нужно искать
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в форме метастабильных распределений, медленно убывающих с течением времени
(см. также [18]), то есть

ρ1,2 (z, t) = A1,2 (t) r (z) , (7)

где

r(z) =
g(z)∫∞

−∞ g(ξ)dξ
, g(ξ) = exp

(
−2U(ξ)

D

)
. (8)

Здесь g(ξ) – стационарная плотность вероятности, полученная из решения уравне-
ния (4) для стационарного случая [19]; A1,2(t) – медленно убывающие с увеличением
времени коэффициенты. Явный вид функций A1,2(t) можно получить путем решения
дифференциального уравнения

dA1,2

dt
= − k

P1,2
A1,2(t)r(x

∗), (9)

где k – коэффициент пропорциональности, P1 =
∫ x∗

−∞ r(ξ)dξ, P2 =
∫ +∞
x∗ r(ξ)dξ –

вероятности нахождения изображающей точки вблизи первого и второго локально-
го минимума, соответственно. Понятно, что убывание A1,2(t) с течением времени
описывается экспоненциальным законом

A1,2(t) = A1,2(0) exp

(
−kr(x∗)

P1,2
t

)
, (10)

причем показатели экспоненты оказываются различными для двух локальных ми-
нимумов. Распределения длительностей сосуществующих режимов [18] могут быть
найдены из выражений

p1(t) = −
x∗∫

−∞

∂ρ1(x, t)
∂t

dx, p2(t) = −
∞∫

x∗

∂ρ2(x, t)
∂t

dx, (11)

которые с учетом условий нормировки
∫ x∗

−∞ ρ1(ξ, 0)dξ = 1,
∫ +∞
x∗ ρ2(ξ, 0)dξ = 1 запи-

шутся в виде

p1,2 (t) =
1

T1,2
exp

(
− t

T1,2

)
. (12)

Здесь T1,2 =
∫ +∞
0 tp1,2(t)dt – средние длительности сосуществующих режимов,

определяемые как

T1,2 =
P1,2

kr (x∗)
= K exp (±αb)

[
2

D

(
b4

4
+

b2

2

)]
, (13)

K и α – некоторые константы. Следует отметить, что нахождение распределения
длительностей сосуществующих режимов тесно связано с задачей о достижении
границы, рассмотренной впервые в [20].

3. В рамках верификации полученных теоретических оценок (5)–(13) перво-
начально были проведены численные исследования индуцированной шумом пере-
межаемости в модельной бистабильной системе (3)–(4) и получены статистические
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характеристики для данного типа поведения. На рис. 1, a представлены распреде-
ления длительностей пребывания исследуемой модельной системы (4) вблизи одно-
го устойчивого состояния равновесия при фиксированных значениях управляющих
параметров. Кроме того, для исследуемой модельной системы была получена зави-
симость средней длительности пребывания вблизи того же состояния равновесия от
значения параметра b, которая представлена на рис. 1, b. Из рис. 1 хорошо видно, что
теория, описывающая индуцированную шумом перемежаемость в мультистабильной
системе, и численные результаты хорошо согласуются друг с другом.

Рис. 1. a – распределения длительностей пребывания исследуемой системы (4) (маркеры) вблизи пер-
вого устойчивого положения равновесия и аналитическая зависимость (12) (сплошные линии), соот-
ветствующая этому распределению: 1 – b = 0.05, D = 0.1; 2 – b = 0, D = 0.1; 3 – b = −0.05, D = 0.1.
b – зависимость от параметра b средней длительности пребывания исследуемой системы (4) (марке-
ры) вблизи первого устойчивого положения равновесия и аналитическая зависимость (13) (штриховая
линия), соответствующая этой зависимости, при D = 0.1. Параметры аппроксимации: K = 867,
α = 18.85. На графиках ось ординат в логарифмическом масштабе

Fig. 1. a – distributions of the residence times for the system (4) in the vicinity of the first stable state and
analytical regularity (12) corresponding to such distribution. Theoretical curves are shown by solid lines,
numericaly obtained data are indicated by points. Ordibate axis is shown in logariphmic scale: 1 – b = 0.05,
D = 0.1; 2 – b = 0, D = 0.1; 3 – b = −0.05, D = 0.1. b – dependence of the mean length of the residence
times for the system (4) in the vicinity of the first stable state on the control parameter b and analytical
regularity (13), corresponding to such dependence for D = 0.1. Theoretical curve is shown by solid line,
numericaly obtained data are indicated by points. Parameters of approximation are the following: K = 867,
α = 18.85. Ordibate axis is shown in logariphmic scale

4. Следующим этапом в рамках настоящий работы стало рассмотрение пе-
ремежающегося поведения в исходной системе двух диссипативно связанных ло-
гистических отображений (1). Полученные распределения длительностей пребыва-
ния исследуемой системы в синфазном и противофазном (асинфазном) состояниях
при фиксированных значениях управляющих параметров представлены на рис. 2, a.
Также для исследуемой системы (1) численно получена зависимость средней дли-
тельности пребывания системы в синфазном и асинфазном состояниях от значения
параметра связи ε, позволяющего варьировать вероятность пребывания исследуемой
системы в синфазном и противофазном состояниях и играющего, соответственно,
роль параметра асимметрии. Данная зависимость приведена на рис. 2, b, видно хо-
рошее соответствие численных результатов теоретическим.
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Рис. 2. a – распределения длительностей пребывания исследуемой системы (1) (маркеры) в синфаз-
ном и противофазном состоянии при фиксированных значениях управляющих параметров, λ2 = 1.05,
D = 0.06 и аналитическая зависимость (12) (сплошные линии), соответствующая этому распределе-
нию: 1 – синфазный случай при ε = 0.002, 2 – противофазный случай при ε = 0.002, 3 – синфазный
случай при ε = 0.012, 4 – противофазный случай при ε = 0.012; b – зависимость средней длитель-
ности пребывания исследуемой системы (1) (маркеры) в синфазном и противофазном состояниях от
параметра ε и аналитическая зависимость (13) (сплошная линия), соответствующая этой зависимости,
при λ1 = 1.05, λ2 = 1.05, D = 0.06: 1 – синфазный случай; 2 – противофазный случай. Параметры
аппроксимации: K = 2350.0, α = ±40.0. Ось ординат в логарифмическом масштабе

Fig. 2. a – distributions of the residence times for the system (1) in in-phase and antiphase states for
fixed values of the control parameters λ1 = 1.05, λ2 = 1.05, D = 0.06 and analytical regularity (12),
corresponding to such distributions. Theoretical curves are shown by solid lines, numerically obtained data
are indicated by points. Ordibate axis is shown in logariphmic scale: 1 – in-phase case for ε = 0.002;
2 – antiphase case for ε = 0.002; 3 – in-pahse case for ε = 0.012; 4 – antiphase case for ε = 0.012.
b – dependencies of the mean length of the residence times for the system (1) in in-pahse and antiphase
states on the parameter ε and analytical regularity (13), corresponding to such dependence for λ1 = 1.05,
λ2 = 1.05, D = 0.06. Theoretical curve is shown by solid line, numerically obtained data are indicated
by points. Ordibate axis is shown in logariphmic scale: 1 – in-pase case; 2 – antiphase case. Parameters of
approximation are the following: K = 2350.0, α = ±40.0

Выводы. В работе проведено исследование индуцированной шумом переме-
жаемости в мультистабильных системах на примере (4) модельной бистабильной
системы, находящейся под внешним шумовым воздействием, и системы двух дисси-
пативно связанных между собой логистических отображений (1). Следует отметить,
что проведенное рассмотрение для системы (1) оказывается справедливым в опре-
деленном диапазоне значений управляющих параметров, при которых в рассматри-
ваемой системе в отсутствие шума сосуществуют два, синхронный и асинхронный,
цикла периода два. При изменении значений управляющих параметров, приводящем
к увеличению периода сосуществующих режимов, модельная система (4) оказыва-
ется неприменимой для анализа данной системы и требует дальнейшего уточнения.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 16-32-60078).
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