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Предложен метод фазовых трубок для анализа обобщенной синхронизации в пространственно-распределенных 

системах. Показано, что для установления факта наличия синхронного режима в исследуемой системе доста-

точно перейти к анализу ее дискретного представления. 

 

 

Исследование обобщенной хаотической синхрони-

зации связанных динамических систем представляется 

в настоящее время одной из актуальных задач нели-

нейной динамики [1–2]. Изначально понятие обобщен-

ной синхронизации было введено в рассмотрение для 

двух однонаправлено связанных динамических систем 

[1], а позднее было обобщено на взаимно связанные 

системы и сети связанных нелинейных элементов [3].  

Режим обобщенной синхронизации в системах с 

малым числом степеней свободы (потоковых системах 

и дискретных отображениях) в настоящее время изучен 

достаточно хорошо [1–5]. Представляет интерес иссле-

дование обобщенной синхронизации в пространствен-

но-распределенных системах, что требует разработки 

новых методов анализа синхронного поведения в таких 

системах. 

Изначально под режимом обобщенной синхрониза-

ции пространственно-распределенных сред, также как 

и в случае систем с малым числом степеней свободы, 

понималось установление функционального соотноше-

ния между состояниями этих систем в каждой точке 

пространства взаимодействия [6–7]. Позднее для сис-

тем с малым числом степеней свободы было обнару-

жено, что традиционная концепция обобщенной син-

хронизации таких систем нуждается в корректировке и 

уточнении, т. к. состояния этих систем в общем случае 

оказываются связанными между собой функционалом, 

а не функциональным соотношением, как считалось 

ранее [5; 8–10]. Для диагностики обобщенной хаотиче-

ской синхронизации в данном случае был предложен 

метод фазовых трубок [5; 8], который позволяет рас-

ширить инструментарий, используемый при изучении 

обобщенной хаотической синхронизации. В настоящей 

работе этот метод обобщается на пространственно-

распределенные системы.  

Рассмотрим две пространственно-распределенные 

системы, состояние которых однозначно характеризу-

ется функциями (которые могут быть как действитель-

ными, так и комплексными) ),( txu  и ),( txv , 

][0, Lx , )[0,t , а их поведение с течением вре-

мени в автономном состоянии определяется операто-

ром эволюции L̂ :  

 

),(ˆ=),( txuLtxu                                                             (1) 

 

и  

 

).,(ˆ=),( txvLtxv                                                             (2) 

 

Будем считать, что при соответствующем выборе 

значений управляющих параметров в системах воз-

можно установление хаотических колебаний. 

В качестве примера подобных систем, например, 

можно рассматривать нелинейные активные среды, 

описываемые комплексным уравнением Гинзбурга–

Ландау:  
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с периодическими граничными условиями:  

 

),,(=),(),,(=),( tLxvtxvtLxutxu               (5) 

 

где L  – пространственный период системы. 

Если системы ),( txu  и ),( txv  однонаправлено 

связаны между собой1, и в них установился режим 

обобщенной хаотической синхронизации, состояния 

взаимодействующих систем связаны друг с другом с 

помощью функционала ][F  :  

 

].[F= vu           (6) 

 

Согласно концепции обобщенной хаотической син-

хронизации, синхронный режим означает, что под 

влиянием ведущей системы ),( txv  ведомая система 

                                                                 
1 Далее считается, что ),( txv  является ведущей системой, 

а ),( txu  – ведомой. 
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),( txu  приходит в состояние, однозначно определяе-

мое состоянием ведущей системы, при этом этот про-

цесс «сходимости» определяется величиной старшего 

условного показателя Ляпунова 0<1
r . Иными сло-

вами, за определенный интервал времени   ведущая 

система вынуждает ведомую систему прийти в состоя-

ние, которое не зависит от начальных условий. 

Cостояние ведомой системы ),( * txu  в некоторой вы-

бранной точке с координатой *x  в момент времени t  

при этом определяется не только состоянием ведущей 

системы ),( txv  в этот же самый момент времени на 

всей длине L  рассматриваемой системы, но и всей 

предысторией состояния ведущей системы на протя-

жении интервала времени длительностью .||1/ 1
r ~  

Выберем некоторый произвольный момент време-

ни *t  и зафиксируем состояние ведущей системы 

),( txv  на интервале времени ],( ** tt   в качестве 

опорного состояния 
0
=*

*

*
=

|),(=|),( 
 s

t

tt
stxvtxv . 

Далее, будем отслеживать эволюцию взаимодейст-

вующих систем и фиксировать моменты времени it   

( 1,2,=i ), когда выполняется соотношение  

 

],[0,&,0)[

,|<),(),(| *

Lxs

stxvstxv i


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                                  (7) 

 

(где   – наперед заданная малая величина), т. е. те 

моменты времени, когда состояние ведущей системы 

i
t

i
tt

txv
=

|),(  оказывается близким к зафиксированно-

му опорному состоянию *

*
=

|),(
t

tt
txv

  на всем интер-

вале времени длительностью  . 

Введем в рассмотрение малые функции  

 

,0),[),,(),(=),( *  ssxvstxvsxv ii         (8) 

 

и  

 

),,(),(=)( *txutxuxu ii                                              (9) 

 

характеризующие малые отклонения состояний веду-

щей и ведомой систем от выбранных опорных состоя-

ний 
0
=*

0
=* |),(=|),(   ss stxvsxv  и ),( *txu . Очевид-

но, что количество пар функций ),( sxvi  и )(xui  

определяется значениями управляющих параметров 

системы, величиной  , задающей степень близости 

состояний системы к опорным состояниям, и длитель-

ностью интервала времени T , на котором анализиру-

ется эволюция взаимодействующих систем. 

C учетом введенных обозначений для найденных 

моментов времени it  и фиксированной точки yx =*  

соотношение (6) может быть записано в виде:  

 

.||]),,(),([F=)()( 0
=0=*  s

L
xii ysxvsxvyuyu  (10) 

 

C учетом малости отклонения ),( sxvi  функцио-

нал F  может быть разложен в ряд:  

 

,),(
]),,([F

]),,([F

]),,(),([F

*

0

0

*

*

dsdxsxv
v

ysxv
ysxv

ysxvsxv

i

L

i












 (11) 

 

и, принимая во внимание, что  

 

],),,([F=)( * ysxvyu                                                    (12) 

 

можно получить  
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Отметим, что динамика во времени ),( txv  опреде-

ляется оператором эволюции L̂  (см. соотношение (2)) 

и начальными условиями, поэтому для ),( sxvi  можно 

записать, что  

 

.|],,0),([=),( 0=
L

ii sxvsxv                                      (14) 

 

Очевидно, что  

 

.|],,0),([=),( 0=**
Lsxvsxv                                     (15) 

 

С учетом малости возмущения ),( sxvi  соотно-

шение (14) перепишется в виде  

 

),(),(* sxvsxv i =  ],,0),(,0)([ * sxvv i  
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откуда, с учетом (15), получаем  
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Теперь, с учетом (17), соотношение (13) может быть 

записано в виде  
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Обозначая  
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получим, что малые возмущения опорного состояния в 

ведущей ,0)(xvi  и ведомой )(yui  системах в мо-

мент времени it  связаны друг с другом интегральным 

уравнением Фредгольма I-го рода  

 

,,0)(),(=)(

0

  dvyKyu i

L

i                                     (20) 

 

однако ядро ),( yK  этого интегрального уравнения 

является неизвестным, поскольку изначально неиз-

вестны F  и  . В то же самое время из эволюции рас-

сматриваемых систем известны функции )(yui  и 

,0)( iv . 

Одним из возможных способов проверки того, что 

соотношение (20) выполняется (а следовательно, рас-

сматриваемые пространственно-распределенные сис-

темы находятся в режиме обобщенной хаотической 

синхронизации), является переход к дискретному пред-

ставлению. Подобный переход, конечно, является при-

ближенным рассмотрением, однако он может позво-

лить численно решить проблему верификации соотно-

шения (20). 

Дискретизуем рассматриваемое пространство и вы-

делим на нем фиксированный набор точек с координа-

тами ][0, Lx j  , Nj ,0,=  . Тогда для точки jx  

соотношение (20) приближенно может быть записано 

как  
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N

k

ji vayu                                 (21) 

 

Очевидно, что для всех N  точек по пространству 

будет получено матричное соотношение  
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которое можно записать в виде  

 

,= ii vAu                (23) 

 

где 
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Таким образом, из приведенных рассуждений сле-

дует, что для двух пространственно-распределенных 

систем, находящихся в режиме обобщенной синхрони-

зации, должно выполняться соотношение (23). Очевид-

но, что для каждого выбранного фиксированного мо-

мента времени *t  матрица }{= ijaA  будет своя, при 

этом, конечно, явный вид ее коэффициентов ija  будет 

неизвестен. Тем не менее, если для двух взаимодейст-

вующих пространственно-распределенных сред для 

выбранного фиксированного момента времени *t  из-

вестны Nm >  пар функций )(xui  и ,0)(xvi , то 

выполнение соотношения (23) может быть проверено 

аналогично тому, как это было сделано при реализации 

метода фазовых трубок для систем с конечным числом 

степеней свободы [5; 8]. 

Действительно, можно выбрать N  пар функций 

)(xui  и ,0)(xvi  (из m  существующих), при этом 

для каждой i -й пары должно выполняться соотноше-

ние (23). Иными словами, эти N  пар функций дают 

2N  линейных уравнений с 
2N  неизвестными величи-

нами (в роли которых выступают коэффициенты ija  

матрицы A ). Тогда, решив эту систему линейных 

уравнений, можно определить значения коэффициен-

тов ija  матрицы A  и на оставшихся неиспользован-

ными )( Nm  состояний проверить выполнение (23). 

Очевидно, что решение рассматриваемой системы ли-

нейных уравнений всегда существует и всегда единст-

венно, если только использованные для ее составления 

N  пар функций )(xui  и ,0)(xvi  не являются ли-

нейно зависимыми. Очевидно также, что при достаточ-

но большом наборе пар функций ( m  значительно пре-

восходит N ) выбрать N  линейно независимых пар не 

составляет труда, что означает, что при наличии доста-

точно длинных временных реализаций задача нахож-

дения коэффициентов ija  матрицы A  может быть 

решена всегда, и, соответственно, также всегда может 

быть проверена корректность соотношения (23). Для 

этого необходимо вычислить вектора  

 

,= kk vAw                                                                 (25) 

 

где mNmk ,,=  , и сравнить их с векторами ku , 

полученными из временной реализации. 

Таким образом, в настоящей работе предложено 

обобщение метода фазовых трубок на пространствен-

но-распределенные системы. Показано, что для про-

верки факта наличия обобщенной синхронизации в 

таких системах достаточно перейти к дискретному 

представлению пространственно-распределенной сис-

темы и осуществлять анализ синхронного режима в ней 

подобно тому, как это делалось для систем с малым 

числом степеней свободы. 
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Phase tube method for the analysis of the generalized syn-

chronization regime in spatially extended systems is proposed. 
The presence of the generalized synchronization regime is 

shown to be determined by the analysis of the system under 

study in discrete representation.  
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