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12 ВВЕДЕНИЕ

Хаотическая синхронизация представляет со�
бой важное фундаментальное явление, которое
находит широкое практическое применение [1].
В частности, хаотическую синхронизацию ис�
пользуют для управления динамикой сложных
связанных систем [2, 3] и для скрытой передачи
информации [4]. Также одно из перспективных
направлений применения данного явления на
практике – это генерация и приём сложных сиг�
налов гига� и терагерцового диапазонов частот с
использованием нелинейных антенн [5]. Послед�
ние представляют собой совокупность объеди�
ненных в сеть СВЧ�генераторов, демонстрирую�
щих сложную пространственно�временную ди�
намику. В качестве таких устройств могут
применяться твердотельные приборы или при�
боры электронно�волновой и пучково�плазмен�
ной природы [6]. Известно, что в такой сети свя�
занных автоколебательных систем могут быть ре�
ализованы многие нелинейные явления, включая
синхронизацию [7–9], поэтому существует необ�
ходимость в разработке и применении новых ме�
тодик анализа и контроля сложных и нетривиаль�
ных эффектов коллективного взаимодействия
связанных колебательных систем для создания
нелинейных антенн [10].

Один из подходов, позволяющих проводить ко�
личественную оценку динамики как автономных,
так и неавтономных колебательных систем, – рас�
чет спектра показателей Ляпунова. Данный метод
анализа сложного поведения колебательных си�
стем хорошо зарекомендовал себя при исследова�

1 Федеральное государственное бюджетное образовательное
учреждение высшего профессионального образования “Са�
ратовский государственный университет имени Н.Г. Черны�
шевского”.

2 Федеральное государственное бюджетное образовательное
учреждение высшего профессионального образования “Са�
ратовский государственный технический университет име�
ни Ю.А. Гагарина”.

нии динамики систем с сосредоточенными пара�
метрами, имеющих радиофизическую природу, а
также при рассмотрении пучково�плазменных и
электронно�волновых пространственно�распре�
деленных систем, описываемых в рамках прибли�
жения сплошной среды [11]. Однако системы, со�
держащие электронные потоки, взаимодействую�
щие с электромагнитным полем, не всегда удается
описать, используя уравнения гидродинамики.
Один из наиболее эффективных способов модели�
рования пучково�плазменных систем – это метод
крупных частиц (PIC�метод), разработанный в се�
редине 50�х годов прошлого века для решения за�
дач гидродинамики [12] и моделирования плазмы
[13, 14]. Применение подхода для расчета показа�
телей Ляпунова, описанного в [15], позволяет
проводить анализ колебательных режимов в си�
стемах, моделируемых в рамках метода крупных
частиц.

В данной работе рассмотрена модификация ме�
тода расчета показателей Ляпунова для автоколе�
бательных систем в рамках PIC�метода, позволяю�
щая изучать нелинейные процессы, протекающие
в цепочках и сетях связанных пространственно�
распределенных автоколебательных систем. В
частности, применение данного подхода дает воз�
можность точно оценить границы различных ти�
пов синхронизации при варьировании управляю�
щих параметров, а также величины параметра
связи; изучить сценарии перехода к синхронной
динамике, характерные для исследуемой систе�
мы; дать количественную оценку процессам, про�
текающим в связанных пространственно�распре�
деленных автоколебательных средах.

ДИАГНОСТИКА СИНХРОНИЗАЦИИ

В представленной работе детально исследова�
но явление обобщенной синхронизации в рамках
одномерной численной модели цепочки генера�
торов на виртуальном катоде (ВК) [16–20]. Ис�
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пользование данного класса СВЧ�приборов в ка�
честве модулей для создания нелинейных антенн
представляется перспективным в силу широкой
полосы спектра выходных колебаний, благодаря
сложным нестационарным процессам, протека�
ющим в электронном потоке в режиме формиро�
вания ВК, а также легкости перестройки режима
колебаний за счет варьирования величины управ�
ляющего параметра [17]. 

Диагностику обобщенной синхронизации в
системе связанных виркаторов проводили с по�
мощью расчета спектра показателей Ляпунова.
Для их расчета использована модификация под�
хода, предложенного в работе [15] для анализа по�
ведения автономной пучково�плазменной систе�
мы с ВК, моделируемой в рамках метода крупных
частиц. При рассмотрении динамики неавтоном�
ной системы с ВК ввод внешнего сигнала осу�
ществляется посредством модуляции электрон�
ного потока по скорости и по плотности на входе
в пространство дрейфа [21], поэтому необходимо
дополнительно проводить расчет возмущения
сигнала в линии передачи и возмущения потока в
пространстве дрейфа. Учет этих особенностей не�
автономной динамики электронного потока в ге�
нераторе на ВК позволяет корректно построить
спектр показателей Ляпунова для системы свя�
занных автоколебательных систем с ВК.

Результаты анализа обобщенной синхрониза�
ции пространственно�распределенных систем с
ВК, полученные при расчете спектра показателей
Ляпунова, подтверждаются с помощью других
методов исследования синхронной динамики. В
частности, в данной работе использованы моди�
фикации метода ближайших соседей и вспомога�
тельной системы [22]. Эти подходы были созданы
и успешно использованы для диагностики обоб�
щенной синхронизации в системах с сосредоточен�
ными параметрами, поэтому прямое применение
этих методов к пространственно�распределенным
системам может дать совершенно некорректные ре�
зультаты. Адаптация метода ближайших соседей
для пространственно�распределенных систем за�
ключается в расчете среднего расстояния между со�

стояниями  и  ведомой системы, являющи�
мися образами ближайших состояний ведущей

системы  и  Затем полученная величина
нормируется на среднее расстояние между слу�
чайно выбранными состояниями ведомой систе�
мы и подсчитывается количественная характери�
стика степени синхронизации:

(1)

здесь δ – среднее расстояние между случайно вы�
бранными состояниями ведомой системы, N –
количество итераций усреденения. 
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Стоит заметить, что в данном случае состояние
системы является не конечномерным вектором, а
пространственно�распределенной величиной. 

Метод вспомогательной системы использован
по аналогии с [18]: помимо ведущей и ведомой
систем в рассмотрение вводится вспомогательная
система, идентичная ведомой, за исключением
начальных условий, из которых стартуют систе�
мы. При этом разность состояний ведомой и
вспомогательной систем рассматривалась во всем
пространстве в силу пространственной распреде�
ленности взаимодействующих систем. Такой под�
ход позволяет не только диагностировать сам
факт наличия или отсутствия обобщенной син�
хронизации, но и выявить области пространства
где преобладает асинхронная или синхронная ди�
намика.

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

Применение расчета спектра показателей Ля�
пунова для анализа синхронного поведения одно�
направленно связанных генераторов на ВК, мо�
делируемых в рамках 1D�метода крупных частиц,
позволило провести точную оценку границы
обобщенной синхронизации. Управляющие пара�
метры взаимодействующих генераторов выбраны
таким образом, чтобы обе системы демонстриро�
вали сложную пространственно�временную дина�
мику: Δϕd = 0.5, Δϕr = 0.4, αd = αr = 0.9. При этом
состояние ведомого генератора характеризуется
одним положительным ляпуновским показателем

 (хаотическая динамика), а состояние ве�
дущей системы характеризуется двумя положи�

тельными показателями Ляпунова:  и

 (режим гиперхаоса). На рис. 1 приведе�
ны зависимости старших показателей Ляпунова от
параметра связи между системами. В спектре
присутствуют соответствующие ведущей системе
показатели Ляпунова, которые не меняются при
варьировании параметра связи в силу односто�
ронней направленности связи. Изменяющиеся
показатели характеризуют динамику ведомой си�
стемы. Видно, что при  показатели Ля�
пунова ведомой системы испытывают рост, свя�
занный с усложнением динамики за счет внешне�
го воздействия. Далее с ростом параметра связи
старшие показатели ведомой системы достаточно
резко уменьшаются и становятся близкими к ну�
лю в области  и пересекают ноль
при значении  

Такое поведение спектра ляпуновских показа�
телей однонаправленно связанных генераторов
на ВК говорит о том, что ведомая система с увели�
чением связи стремится к установлению синхро�
низации, т.е. стремится к разрушению собствен�
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ной динамики и установлению динамики веду�
щей системы.

Результаты диагностики обобщенной синхро�
низации подтверждаются другими методами для
анализа синхронной динамики. На рис. 1б приве�
дена зависимость меры синхронизации d, полу�
ченной с помощью модификации метода ближай�
ших соседей для анализа пространственно�рас�
пределенных автоколебательных систем. Видно,
что характеристика d стремительно падает с увели�
чением степени связи между взаимодействующи�
ми системами и выходит на постоянную величи�
ну при 

Также анализ обобщенной синхронизации был
проведен в рамках метода обобщенной синхрони�
зации, результаты которого приведены на рис. 2. В
отсутствие синхронизации при  состояния
ведомой и вспомогательной систем не идентичны.
При этом разность между ведомой и вспомогатель�
ной системами отлична от нуля и максимальна в

0.2.GSε =

0.1ε =

области колебаний ВК x = 0.15–0.55. На границе
установления синхронизации  после за�
вершения переходного процесса разность между
ведомой и вспомогательной системами обраща�
ется в ноль во всем пространстве дрейфа, что сви�
детельствует о полном совпадении состояния ве�
домой и вспомогательной систем и установлении
обобщенной синхронизации. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В ходе проведенных исследований была пред�
ложена модификация метода расчета спектра по�
казателей Ляпунова для пучково�плазменных си�
стем, моделируемых в рамках метода крупных ча�
стиц, позволяющая проводить анализ совместной
динамики связанных пространственно�распреде�
ленных PIC�систем. Было показано, что данный
алгоритм позволяет точно оценить границу обоб�
щенной синхронизации, что подтверждается в
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Рис. 1. Спектр показателей Ляпунова (а) и мера син�
хронизации d (б) в зависимости от параметра связи в
системе однонаправлено связанных генераторов на
ВК. Параметры взаимодействующих генераторов:
Δϕd = 0.5, Δϕr = 0.4, αd = αr = 0.9.
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Рис. 2. Разность между состояниями ведомой и вспо�
могательной систем в зависимости от координаты и
времени, соответствующих случаю асинхронной ди�
намики  (а) и порогу установления синхрони�
зации  (б).
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рамках модифицированных для пространствен�
но�распределенных систем подходов для анализа
синхронной динамики: метод ближайших сосе�
дей и метод вспомогательной системы.

Работа проведена в рамках выполнения госу�
дарственного задания Минобрнауки (задание
№ 3.59.2014/К и проект 931 (СГТУ�146)), РФФИ
(проекты № 14�02�31204, 12�02�33071) и Совета
по грантам Президента РФ для государственной
поддержки молодых российских ученых – докто�
ров наук (МД�345.2013.2) и кандидатов наук
(МК�818.2013.2).
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