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12 ВВЕДЕНИЕ

Исследование синхронных режимов и процес�
сов образования структур в сетях со сложной то�
пологией является в данный момент одной из
наиболее важных задач, стоящих перед мировым
научным сообществом. Современные научные
представления о мире все более сходятся к кон�
цепции его сетевой архитектуры [1]. Различные
сетевые структуры возникают на всех уровнях ор�
ганизации биологических [2], технологических
[3] и социальных систем [4, 5], от нейронных ан�
самблей [6, 7] до сетей городов и популяций [8]. 

Наличие большого количества элементов, вхо�
дящих в сети, а также неравномерно распределен�
ных между ними входящих и исходящих связей
обусловливает целый ряд различных явлений
коллективной динамики составных частей сете�
вой структуры, включая образование подсетей
(кластеров) [9], состоящих из сильно связанных
элементов, и возникновение синхронных режи�
мов [10]. 

Синхронизация представляет собой одно из
важнейших явлений, наблюдающихся в сложных
сетях. В частности, в адаптивных сетях [11] нали�
чие синхронизма в поведении взаимодействую�
щих элементов обычно является главным факто�
ром, обусловливающим временную эволюцию то�
пологии сети.

1 Федеральное государственное бюджетное образовательное
учреждение высшего профессионального образования “Са�
ратовский государственный университет имени Н.Г. Черны�
шевского”.

2 Федеральное государственное бюджетное образовательное
учреждение высшего профессионального образования
“Саратовский государственный технический университет
имени Ю.А. Гагарина”.

Модели сетевых структур, включающие в себя
адаптивные механизмы, в последнее время все
чаще применяются для описания процессов, про�
текающих в социальных системах и нейронных
ансамблях [12, 13]. Описание эволюции топологии
таких сетей позволяет разрабатывать математиче�
ские интерпретации, наиболее приближенные к
реальным сетям, в которых изменение связей во
времени приводит к образованию различных
структурных паттернов.

Однако следует отметить, что изучение реаль�
ных адаптивных сетей посредством построения
математических моделей не всегда оказывается
эффективным. Основная проблема анализа боль�
шинства систем с сетевой структурой – отсут�
ствие необходимой информации о топологии,
природе связей и динамическом состоянии от�
дельных элементов и образовавшихся подсетей. В
данном случае построение модели, корректно
учитывающей связи между взаимодействующими
элементами и их изменение во времени, не пред�
ставляется возможным, и, как правило, прихо�
дится работать с макроскопическими параметра�
ми, характеризующими процессы, протекающие
в сети. В качестве таких параметров, например,
могут выступать суммарные сигналы электриче�
ской активности головного мозга, полученные
посредством электроэнцефалографии и являю�
щиеся продуктом взаимодействия отдельных
нейронов многочисленного нейронного ансам�
бля. Подобные макроскопические параметры се�
ти обладают нестационарными во времени харак�
теристиками, и ожидается, что закономерности их
эволюционной динамики могут быть сопоставле�
ны с конкретными процессами формирования
структуры сети на микроскопическом уровне, что,
в свою очередь, позволит проводить анализ реаль�
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ных сложных сетей на основе экспериментальных
макроскопических характеристик. 

Изучение данной возможности представляет
большой интерес для различных областей науки,
имеющих дело с исследованиями сложных сете�
вых структур. Получение информации о тополо�
гии сети и образовавшихся в ней синхронных режи�
мов коллективной динамики при помощи рассмот�
рения макроскопических характеристик позволит
продвинуться в понимании структурных особенно�
стей и функционирования реальных сетей различ�
ной природы, которые проблематично исследовать
известными методами анализа.

В настоящей работе проведено исследование
коллективной динамики элементов сети на осно�
ве сети взаимодействующих фазовых осциллято�
ров Курамото [14, 15], топология которой меняет�
ся во времени согласно адаптивному механизму
[11]. При этом основное внимание уделено ана�
лизу структуры данной сети и изучению процес�
сов кластеризации при помощи рассмотрения
макроскопической характеристики, которая в
данном случае представлена суммарным сигна�
лом взаимодействующих осцилляторов. 

В работе приведено сопоставление получен�
ных результатов макроскопического анализа с
характеристиками, рассчитанными с использо�
ванием матриц связи исследуемой сети и векто�
ров состояния отдельных элементов. При этом
обнаружена связь между рассмотренным сум�
марным сигналом и микроскопическими пара�
метрами, характеризующими топологию иссле�
дуемой сети.

ИССЛЕДУЕМАЯ СИСТЕМА 
И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

Одна из наиболее распространенных сетевых
моделей – модель фазовых осцилляторов Кура�
мото, предложенная в 1975 г. [16] в качестве мате�
матической интерпретации коллективной дина�
мики химических и биологических осциллято�
ров. В последнее время различные модификации
данной модели сети фазовых осцилляторов ак�
тивно применяют для анализа процессов класте�
ризации и синхронизации, в том числе и в соци�
альных системах [11]. 

В настоящем исследовании используется мо�
дифицированная модель Курамото, предложен�
ная в работе [11], состоящая из N = 200 связан�
ных осцилляторов. Каждый i�тый узел рассмат�
риваемой сети характеризуется фазой ϕi и
взаимодействует со всеми остальными N – 1 узла�

ми. Динамика каждого осциллятора описывает�
ся уравнением 

(1)

где ωi – заданные случайным образом натураль�
ные частоты в диапазоне [1, 10], wij – вес связи,
соединяющей узлы j и i, и λ – сила связи. Изна�
чально фазы взаимодействующих элементов за�
даны случайно и распределены равномерно на от�
резке [–π, π], при этом веса связей также заданы
случайно. После переходного процесса в момент
времени t* = 500 происходит включение адапта�
ционного механизма [11], в результате которого
изменяется динамика сети. Результаты исследо�
вания подобных сетей с нестационарными связя�
ми свидетельствуют о том, что наличие адаптации
является основной причиной, обусловливающей
изменение топологии сети и образование в ней
структурных кластеров [11], что делает такие сети
наиболее интересными для анализа процессов
возникновения структур.

В качестве макроскопического параметра, ха�
рактеризующего динамику взаимодействующих
осцилляторов (1), рассмотрим суммарный сиг�
нал, порожденный исследуемой сетью

(2)

где N = 200 – количество элементов, динамика
каждого из которых во времени описывается за�
коном xi(t) = Acos(ϕi(t)), где A – единичная ам�
плитуда. 

На рис. 1а, показана зависимость состояния
X(t) системы (2) от времени. Как отмечено выше,
адаптационный механизм в сети включается при
t* = 500 (область адаптивной динамики выделена
серым цветом). Реализация (2) имеет вид хаоти�
ческого сигнала. Видно, что после включения
адаптации следует сложный переходной процесс,
связанный, очевидно, с эволюцией топологии се�
ти, который приводит к качественному измене�
нию режима колебаний. На рис. 1б приведена
временная зависимость величины r(t), отражаю�
щей упорядоченность системы и являющейся
степенью когерентности осцилляторов:

(3)

Легко заметить, что параметр порядка r(t) резко
возрастает при включении адаптационного меха�
низма (рис. 1б), что свидетельствует о возникнове�
нии синхронных сильносвязанных структур [11].
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При этом следует отметить, что параметр r(t) мо�
жет быть рассчитан только с использованием ло�
кальных характеристик всех элементов сети (век�
торов состояния каждого элемента). Однако его
временная эволюция дает нам только общее
представление о динамике системы во время эво�
люции ее топологии и не позволяет судить о ко�
личестве и характеристиках образовавшихся в
ней структур.

ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА

Как было упомянуто выше, при анализе дина�
мики реальных сетей в большинстве случаев из�
вестна динамика только макроскопических пара�
метров системы. В качестве таких параметров мо�
гут выступать суммарные сигналы, образованные
взаимодействующими элементами как всей рас�
сматриваемой сети, так и отдельными группами
элементов, входящих в ее состав. Очевидно, что
изменения в топологии сети приводят к измене�
ниям характеристик указанных суммарных сиг�
налов, что дает возможность использовать их для
исследования динамики структуры сети и режи�
мов синхронизации, наблюдающихся в ней. 

Для анализа сложных сигналов с изменяю�
щимся во времени спектральным составом наи�
более эффективно применяется аппарат непре�
рывного вейвлетного преобразования. Данный
метод обеспечивает наилучшее разрешение по
времени и частоте и позволяет изучать времен�
ную эволюцию спектрального состава исследуе�

мого сигнала. В настоящей работе анализ сигнала
(2), соответствующего макроскопической харак�
теристике сети осцилляторов Курамото, прово�
дится при помощи вейвлетного преобразования,
которое имеет вид

(4)

где ω соответствует частотам, по которым происхо�
дит разложение анализируемого сигнала, ψ*(t – t') –
материнский вейвлет, символ (*) обозначает ком�
плексное сопряжение. В качестве материнской
функции используется вейвлет Морле.

На рис. 2а, 2б показан результат применения
преобразования (4) для сигнала, приведенного на
рис. 1а. Также на рис. 2в, 2г представлены визуали�
зации структуры исследуемой сети, построенные с
использованием матриц связей ее элементов.

Рис. 2а отражает распределение амплитуды
вейвлетного преобразования по частотам до
включения адаптации (t1 = 490). В данном случае
связи между элементами заданы случайным обра�
зом и не меняются со временем. Хорошо видно,
что энергия распределена по частотам достаточно
равномерно. В то же время обособленные спек�
тральные компоненты все же присутствуют, что
соответствует наличию групп элементов, синхро�
низованных между собой. Однако следует отме�
тить, что отсутствие эволюции связей не дает эле�
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Рис. 1. а – суммарный вектор состояния элементов сети в зависимости от времени; б – параметр порядка (r(t)) в зави�
симости от времени. Количество элементов N = 200.
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ментам образовать синхронные обособленные
кластеры. Данное состояние системы проиллю�
стрировано на рис. 2в, где показана визуализация
топологии сети в момент t1 = 490. 

В момент времени t2 = 1300, соответствующий
режиму, установившемуся в системе после пере�
ходного процесса адаптации (что хорошо видно
на рис. 1б), на распределении амплитуды вейвлет�
ного преобразования от частоты (рис. 2б) возни�
кают три отдельных пика, каждый из которых со�
ответствует синхронному кластеру, образовавше�
муся в сети. На рис. 2в представлена структура
сети в данный момент времени. Хорошо видно,
что элементы сгруппированы в три обособленных
структурных кластера.

Следует отметить, что пики вейвлетного спек�
тра (рис. 2б) имеют разную мощность, что связано
с разным количеством элементов, входящих в со�
став синхронных кластеров (рис. 2г). 

Таким образом, показана возможность анали�
за структурных изменений в сети и обнаружения
возникающих кластеров при помощи вейвлетно�
го преобразования суммарного сигнала, получен�
ного со всех ее элементов.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Проведен анализ структуры сети фазовых ос�
цилляторов Курамото при помощи вейвлетного
анализа суммарного вектора состояния, получае�
мого с узлов данной сети. Результаты применения
метода полностью характеризуют топологию сети
в различные моменты времени, что подтверждено
сопоставлением результатов анализа с визуализа�
циями топологии сети, построенными по матри�
цам связей ее элементов. 

Таким образом, показана возможность получе�
ния информации о возникших в сети структурных
кластерах при помощи соответствующего анализа
макроскопических характеристик рассматривае�
мого ансамбля взаимодействующих элементов.
Полученные результаты могут найти широкое
применение в исследованиях, посвященных ана�
лизу электроэнцефалограмм (ЭЭГ) и магнитоэн�
цефалограмм (МЭГ) с целью детектирования ре�
жимов синхронизации нейронных ансамблей и
выявления различных форм когнитивной актив�
ности.

Работа выполнена при поддержке Российско�
го научного фонда (проект № 14�12�00224). Вла�
димир Максименко благодарит также Фонд “Ди�
настия” за стипендию, направленную на под�
держку его научной деятельности.
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