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Предложен метод расчета спектра показателей Ляпунова для полупроводниковой периодической нано-

структуры (сверхрешетки), описываемой в рамках полуклассического подхода. Проведен анализ устойчиво-

сти стационарного состояния в данной системе как в случае автономной динамики, так и при воздействии

наклонного магнитного поля. С использованием аппарата показателей Ляпунова исследовано влияние

наклонного магнитного поля на устойчивость стационарного состояния и характеристики возникающих

режимов колебаний субтерагерцового диапазона.

Bведение

Полупроводниковые сверхрешетки представляют со-

бой наноструктуры, образованные путем чередования

тонких (несколько нанометров) слоев полупроводни-

ковых материалов с различной шириной запрещенной

зоны и близким периодом кристаллической решет-

ки [1–3]. В подобных системах образовавшаяся пе-

риодическая модуляция зоны проводимости приводит

к формированию энергетических минизон, электронный

транспорт в которых сопровождается различными нели-

нейными эффектами [4], представляющими интерес как

для фундаментальной физики, так и для практических

приложений.

С практической точки зрения полупроводниковые

сверхрешетки являются в настоящий момент одними из

перспективных систем для генерации [5] и усиления [6]
сигналов терагерцового диапазона частот. Известно, что

приложенное к полупроводниковой сверхрешетке посто-

янное напряжение приводит к развитию неустойчивости

и образованию доменов заряда (области повышенной

концентрации электронов), дрейфующих вдоль системы

и вызывающих колебания тока, протекающего через

нее [7,8].

В контексте изучения возможности использования

сверхрешеток для генерации sub-THz- и THz-излучений

имеет большое значение вопрос устойчивости стацио-

нарного состояния полупроводниковой наноструктуры.

Кроме того, существует необходимость разработки ме-

тодов анализа, возникающих в данной системе колеба-

тельных режимов, и их классификации.

В настоящее время анализ устойчивости стационар-

ного состояния полупроводниковых наноструктур про-

водится, как правило, при помощи NL-критерия [9],
предложенного в работе [10] для диодов Ганна. Данный

алгоритм, однако, может быть использован в прибли-

жении однородного распределения электрического поля

в структуре, что во многих случаях, когда электриче-

ское поле неоднородно, обуслoвливает большую погреш-

ность в вычислении значения приложенного напряже-

ния, необходимого для развития неустойчивости. Кроме

того, этот критерий не может быть использован для

рассмотрения полупроводниковых сверхрешеток, нахо-

дящихся под действием внешних факторов, таких как

модуляция приложенного напряжения, магнитное поле и

резонансные системы. В то же время учет влияния дан-

ных факторов имеет большое значение для исследования

динамики полупроводниковых структур в устройствах

sub-THz- и THz-электроник. Магнитное поле, в частно-

сти, является одним из эффективных способов управ-

ления свойствами электронного транспорта, и его учет

играет важную роль для повышения частоты генерации

в полупроводниковых структурax [11]. Не менее важным

оказывается учет влияния внешних резонансных систем,

которые оказывают существенное влияние на генерацию

колебаний в полупроводниковых наноструктурах [12].

Для анализа устойчивости и диагностики колеба-

тельных режимов в полупроводниковой структуре как

в случае автономной динамики, так и с учетом влияния

различных форм внешнего воздействия, представляется

перспективным использование показателей Ляпунова.

Данный инструмент активно применяется для решения

подобных задач для большого класса потоковых динами-

ческих систем и дискретных отображений [13]. Однако
метод расчета спектра показателей Ляпунова предло-

жен и апробирован в основном для систем с малым

числом степеней свободы. Прямое применение этого

метода для анализа пространственно-распределенных

систем, одними из которых являются полупроводнико-

вые сверхрешетки, невозможнo. Основные проблемы,

возникающие при расчете спектра показателей Ляпунова

для пространственно-распределенных систем, связаны

с бесконечномерным фазовым пространством, в кото-

ром определено понятие
”
состояния“ таких систем,
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необходимостью рассмотрения распределенных возму-

щений, моделирования их динамики и ортогонализа-

ции. Попытки расчета спектра показателей Ляпунова,

основанные на искусственной дискретизации [14] рас-

пределенных систем или моделирования возмущенного

состояния [15], не являются эффективными, так как не

учитывают особенности, связанные с пространственно-

распределенной природой, и к тому же могут являться

причиной нетипичной динамики, связанной с модифика-

циями исходной системы.

В настоящей работе предлагается метод расчета

спектра показателей Ляпунова для полупроводниковой

сверхрешетки, основанный на рассмотрении динамики

набора малых возмущений основного состояния. При

помощи разработанного подхода проводится анализ ста-

ционарного состояния системы и анализ возникающих

колебательных режимов в случае автономной динамики

и при воздействии наклонного магнитного поля.

Исследуемая система

Для описания коллективного транспорта заряда в по-

лупроводниковых сверхрешетках, как правило, исполь-

зуется полуклассический подход [16]. В рамках данного

подхода движение носителей заряда и пространственно-

временная динамика конфигурации электрического поля

в структуре рассчитываются при помощи гидродинами-

ческой модели, состоящей из самосогласованных урав-

нений непрерывности и Пуассона

∂F
∂x

= ν(n − nD),
∂n
∂t

= −β
∂J
∂x

, (1)

где F(x , t), n(x , t), J(x , t) — распределения напряжен-

ности электрического поля, концентрации носителей

заряда и плотности тока в полупроводниковой струк-

туре, ν = 15.769 и β = 0.031 — безразмерные управ-

ляющие параметры, nD = 1.0 — безразмерное значение

равновесной концентрации носителей заряда в полу-

проводнике. Безразмерные величины в уравнениях (1)
связаны с размерными параметрами через следующие

соотношения:

n = n′/n′

D, x = x ′/L′, ν = L′en′

D/(F
′

Cε
′

0ε
′

r),

F ′

C = ~/(ed′τ ′), t = t′/τ ′, J = J′/(en′

Dϑ
′

0),

ϑ ′

0 = δ1′d′/(2~), β = ϑ ′

0τ
′/L′, (2)

где размерные величины отмечены символом (′). В дан-

ном случае n′

D = 3× 1022 m−3 — равновесная концен-

трация носителей заряда, L′ = 115.2 nm и d′ = 8.3 nm —

длина и период полупроводниковой сверхрешетки,

e > 0 — заряд электрона, τ ′ = 250 fs — время рассеяния

носителей заряда в полупроводнике, ε′r = 12.5 — от-

носительная диэлектрическая проницаемость материала,

1′ = 19.1meV — ширина энергетической минизоны.

Для вычисления плотности тока используется дрейфо-

вое приближение

J(x , t) = n(x , t) × υ(F(x , t)), (3)

где υ(F) соответствует безразмерной дрейфовой скоро-

сти носителей заряда в полупроводниковой сверхрешет-

ке [17]. Данная зависимость в рамках полуклассического

подхода может быть получена на основании закона

движения отдельного электрона в минизоне полупровод-

никовой сверхрешетки с учетом времени рассеяния [18].
При малых температурах и отсутствии внешних магнит-

ных полей рассматриваемая зависимость имеет вид

υ(F) =
F

1 + F2
. (4)

B качестве управляющего параметра в данной мо-

дели используется безразмерная разность потенциалов

V = V ′/(FcL) на границах системы, которая поддержи-

вается постоянной

V = Vc +

1
∫

0

F(x)dx , (5)

где Vc соответствует падению напряжения на контак-

тах полупроводниковой сверхрешетки и выбирается в

соответствии с параметрами экспериментального образ-

ца [16,18].1

Результат численного моделирования уравнений (1),
(3)−(5) представлен на рис. 1 для двух различных

значений приложенного напряжения. На рис. 1, а про-

иллюстрирована пространственно-временная динамика

концентрации носителей заряда при величине безраз-

мерной разности потенциалов V ∼ 9 (что соответствует

напряжению V ′ = 330mV). Видно, что после переход-

ного процесса в системе устанавливается стационар-

ное распределение концентрации, характеризующееся

наличием обогащенного носителями заряда слоя вблизи

эмиттера. На рис 1, c представлена временная зави-

симость плотности тока для этого случая. Рис. 1, b, d

отображает пространственно-временную динамику и за-

висимость плотности тока для V ∼ 11 (напряжение
V ′ = 400 mV). В данном случае в системе развивается

неустойчивость и наблюдается образование движущихся

доменов (pис. 1, b).

Влияние магнитного поля

Согласно результатам экспериментальных и теоре-

тических работ, присутствие наклонного магнитного

поля оказывает значительное влияние на характеристики

1 Все вычисления (включая расчет спектра показателей Ляпунова,

которые описаны далее в работе) были проделаны в безразмерных ве-

личинах, однако для удобства представления полученных результатов

в нашей работе часть величин, показанных на рисунках, приведены в

размерных единицах.
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Рис. 1. Пространственно-временны́е зависимости концентрации носителей заряда (a, b) и плотности тока, текущего через

сверхрешетку (c, d), для значений приложенного напряжения V ∼ 9 (V ′ = 330mV) и V ∼ 11 (V ′ = 400mV) соответственно.

0 010 1015 155 5

0.2750 0.2750

F F

v v

0.5500 0.5500

0 0

0.1375 0.1375

20 20

0.4125 0.4125

a b

Рис. 2. Зависимости средней дрейфовой скорости носителей заряда в первой минизоне полупроводниковой сверхрешетки от

напряженности электрического поля в отсутствии магнитного поля (а) и при его воздействии (B = 15 T, 2 = 40◦) (b).

электронного транспорта в полупроводниковых нано-

структурах [11,17,19].

Учет влияния магнитного поля в полуклассическом

приближении осуществляется при вычислении зависи-

мости дрейфовой скорости электронов от продольного

электрического поля υ(F). Как уже отмечалось выше,

в случае отсутствия магнитного поля и при малых тем-

пературах зависимость υ(F) подчиняется аналитической
формуле Эсаки-Тсу (4). Данная зависимость изображена

на рис. 2, a.
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Из рисунка видно, что дрейфовая скорость носите-

лей заряда возрастает при увеличении напряженности

электрического поля и достигает максимума, называ-

емого пиком Эсаки-Тсу. При дальнейшем увеличении

напряженности F наблюдается уменьшение скорости,

обусловленное рассеянием носителей заряда и бреггов-

ским отражением электронов от краев энергетической

минизоны. Данный эффект был показан в работе [1] и

связан также с возникновением терагерцовых блохов-

ских колебаний электронов. Наличие падающего участка

на зависимости υ(F) обуслoвливает отрицательную диф-

ференциальную проводимость полупроводниковых нано-

структур [20] и является причиной возникновения в ней

нестационарных режимов электронного транспорта.

Влияние внешних полей и температуры на полупро-

водниковую сверхрешетку сказывается прежде всего на

динамике носителей заряда и соответственно может

существенно менять вид зависимости υ(F). Нахождение
данной зависимости в этих случаях не может быть

осуществлено аналитически и требует численного рас-

чета [17]. В настоящей работе для анализа влияния

наклонного магнитного поля зависимость υ(F) былa

вычислена при помощи метода, описанного в работе [17].
Подобная зависимость для магнитного поля с индукцией

B ′ = 15 T и углом наклона 2 = 40◦ представлена на

рис. 2, b. Видно, что влияние магнитного поля суще-

ственно меняет характер поведения дрейфовой скоро-

сти при изменении напряженности электрического поля

в сверхрешетке. Особое внимание привлекает появление

дополнительных пиков, связанных с возникновением

блох-циклотронных резонансов [17], амплитуда которых

может превышать высоту пика Эсаки-Тсу (см. рис. 2, b).
Таким образом, магнитное поле может существенно

изменять свойства полупроводниковой наноструктры,

оказывая тем самым влияние на устойчивость стацио-

нарного состояния в ней и на характеристики режимов

нестационарной динамики.

Метод расчета спектра показателей
Ляпунова

Для расчета спектра показателей Ляпунова традици-

онно применяются методы, основанные на алгоритме

Бенеттина [21]. Данный алгоритм подразумевает моде-

лирование динамики набора малых (линейных) возму-

щений опорного состояния и отслеживание их нормы

c течением времени через применение процедур орто-

гонализации и нормализации [21]. При этом опорное

состояние системы определяется набором динамических

переменных, однозначно описывающих ее состояние в

каждый момент времени.

Состояние исследуемой полупроводниковой нано-

структуры в каждый момент времени однозначно опре-

деляется пространственными распределениями напря-

женности электрического поля F(x), концентрации но-

сителей заряда n(x) и плотности тока J(x). Указанный

набор величин может быть рассмотрен в качестве опор-

ного состояния. Однако, следуя работе [22], посвящен-

ной расчету показателей Ляпунова для пространственно-

распределенных систем, возможно исключение из опор-

ного состояния напряженности электрического поля и

плотности тока в силу того, что данные величины

однозначно определяются концентрацией носителей за-

ряда при помощи уравнений (1) и (3). Таким образом,

в качестве опорного состояния исследуемой системы

можно рассмотреть величину

U(x , t) = n(x , t), (6)

зависящую как от времени, так и от пространственной

координаты.

В качестве малого возмущения состояния (6) выступа-
ет пространственно-распределенное возмущение ñ(x , t),
для которого в начальный момент времени выполняется

условие нормировки
√

(

ñ(x , t0)ñ(x , t0)
)

= 1, где (ñ, ñ)
определяет скалярное произведение

(ñ, ñ) =

1
∫

0

ñ(x)ñ(x)dx . (7)

Временная эволюция возмущения моделируется при

помощи оператора (1), (3)−(5), линеаризованного

в окрестности опорного состояния

∂F̃
∂x

= ν ñ,

∂ ñ
∂t

= −β
∂ J̃
∂x

,

J̃ = ñυ(F) + n
dυ(F)

dF
F̃,

1
∫

0

F̃(x)dx = 0. (8)

Для вычисления спектра показателей Ляпунова в

рассмотрение вводится набор возмущений ñi(x , t), удо-
влетворяющий условию ортогональности

(

ñi(x), ñ j(x)
)

=

{

0, i 6= j,

1, i = j .
(9)

Подобный набор может быть получен при помощи

процедуры Грамма−Шмидта, которая для пространст-

венно-распределенных систем имеет вид [20]

n̂1(x , tGS) = ϕ1(x),

n̂i+1(x , tGS) = ϕi+1(x)−

i
∑

k=1

(

n̂k(x , tGS), ϕi+1(x)
)

n̂k(x , tGS),

i = 1, N − 1,

ñi(x , tGS) =
n̂i(x , tGS)

|n̂i(x , tGS)|
, i = 1, N, (10)

где tGS соответствует моменту времени, в который

процедура выполняется.
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Рис. 3. Зависимость от времени четырех старших показателей Ляпунова для автономной полупроводниковой сверхрешетки в

случае стационарного состояния V ∼ 9 (V ′ = 330mV) (а) и режима периодической генерации V ∼ 11 (V ′ = 400mV) (b).

Таким образом, интегрируя уравнения (1), (3)−(5)
вместе с уравнениями (8), описывающими динамику

набора возмущений, и проводя периодически проце-

дуру (10) с переопределенными функциями ϕi(x) =
= ñi(x , tGS), значения показателей Ляпунова могут быть

вычислены при помощи соотношения

3i =
1

MT

M
∑

j=1

ln

(

√

(

ñi(x , jT ), ñi(x , jT )
)

)

, (11)

где i — номер показателя, M — количество операций

перенормировки и ортогонализации (11), T — интервал

времени между перенормировками. На рис. 3 продемон-

стрирован расчет четырех старших показателей Ляпуно-

ва. Значения параметров метода выбраны как M = 6000,

T ∼ 2.5 (T = 6.25 · 10−13 s). Видно, что, проводя про-

цедуры ортогонализации и нормализации достаточно

большое число раз (M ∼ 6000), можно получить не

меняющиеся во времени значения 3, соответствующие

показателям Ляпунова данной системы.

Построенные значения показателей Ляпунова на

рис. 3 соответствуют значениям напряжения V ∼ 9

(V ′ = 330mV) (pис. 3, а) и V ∼ 11 (V ′ = 400mV)
(pис. 3, b), для которых на рис. 1 представлены ре-

зультаты численного моделирования динамики опорного

состояния. Видно, что стационарному состоянию со-

ответствуют только отрицательные значения старших

показателей Ляпунова (pис. 3, а), в то время как для

режима периодической генерации характерно наличие

нулевого старшего показателя (pис. 3, b).

При помощи предложенного метода были построены

зависимости пяти старших показателей Ляпунова от

значения приложенного напряжения как для случая

автономной динамики (рис. 4, а), так и при воздействии

наклонного магнитного поля (рис. 4, b). Влияние магнит-
ного поля было учтено при помощи зависимостей υ(F)
и dυ(F)/dF , входящих в уравнения (1), (3)−(5), (8),
описывающие поведения опорного состояния и набора

возмущений. Анализ полученных зависимостей в обо-

их случаях показывает, что при увеличении напря-

жения в спектре появляется нулевой положительный

показатель Ляпунова, что свидетельствует о переходе

к нестационарной динамике и возникновению колебаний

тока, текущего через структуру. При этом приложенное
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Рис. 4. Зависимость значения пяти старших показателей Ляпунова от размерного значения приложенного напряжения в случае

автономной динамики (а) и воздействия на систему наклонного магнитного поля (b).

магнитное поле оказывает влияние на значение напря-

жения, необходимого для развития генерации (значениe
напряжения увеличивается до 560mV). Следует отме-

тить, что, несмотря на воздействие магнитного поля,

приводящего к появлению дополнительных падающих

участков на зависимости υ(F) (pис. 2, b), колебания

в системе остаются периодическими при достаточно

больших значения приложенного напряжения, о чем

свидетельствует нулевой старший показатель Ляпунова.

Таким образом, предложенный метод расчета спектра

показателей Ляпунова был эффективно применен для

анализа устойчивости стационарного состояния в по-

лупроводниковой сверхрешетке и для детектирования

типа колебательной динамики. Следует отметить, что

разработанный подход был также использован для ана-

лиза влияния наклонного магнитного поля на динамику

системы как в стационарном состоянии, так и в режиме

генерации.

Заключение

В настоящей работе предложен метод расчета спектра

показателей Ляпунова для полупроводниковой сверхре-

шетки, описываемой в рамках полуклассического под-

хода при помощи уравнений в частных производных.

Предложенный подход был применен для анализа ди-

намики автономной сверхрешетки и динамики системы

под действием наклонного магнитного поля. Показано,

что при приложении постоянного напряжения в системе

в обоих случаях развивается неустойчивость и возника-

ют периодические колебания. Однако значения напряже-

ния, необходимого для возникновения неустойчивости,

значительно различаются. Анализ спектра показателей

Ляпунова позволил не только провести анализ устойчи-

вости системы, но и детектировать тип нестационарной

динамики при увеличении напряжения. Обнаружено, что

в автономной полупроводниковой системе с увеличени-
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ем приложенного напряжения не происходит изменение

типа динамики и колебания остаются периодическими.

Следует отметить, что влияние магнитного поля также

не приводит к изменению типа динамики, о чем свиде-

тельствует наличие старшего нулевого показателя Ля-

пунова для широкого диапазона значений приложенного

напряжения.

Таким образом, разработанный метод расчета спек-

тра показателей Ляпунова показал высокую эффектив-

ность при анализе устойчивости стационарного состо-

яния и детектировании типа колебательного режима

как в случае автономной динамики, так и при воздей-

ствии магнитного поля. Предложенный метод является

перспективным для анализа сложных режимов элек-

тронного транспорта в полупроводниковых нанострук-

турах, взаимодействующих с внешними электродинами-

ческими структурами и полями, что представляет важ-

ность для моделирования реальных приборов sub-THz- и

THz-электроники на их основе.
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