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В настоящей работе приводятся результаты численного исследования индуцированной шумом перемежаемости 

в легированном эрбием оптоволоконном лазере с модулируемым параметром. В рамках работы предложен мо-
дифицированный метод для выделения статистических характеристик перемежающегося поведения, и с помо-

щью данной методики получены зависимости средней длительности существования различных колебательных 

режимов от параметра надкритичности в легированном эрбием оптоволоконном лазере. 
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Мультистабильность является одним из фундамен-

тальных физических явлений, наблюдаемых в различ-

ных областях науки и техники, в т. ч. в электронике [1], 

оптике [2], механике [3] и биологии [4]. Впервые тер-

мин «мультистабильность» был введен в работе, по-

священной зрительному восприятию [5]. Для диссипа-

тивных систем мультистабильность означает одновре-

менное существование нескольких возможных конеч-

ных устойчивых состояний (аттракторов) при фикси-

рованном наборе значений параметров системы. Ус-

тойчивое состояние, к которому стремится система, 

зависит от начальных условий, т. е. долгосрочная дина-

мика системы, соответствующая одному из устойчивых 

состояний, определяется ее начальными условиями.  

При этом в настоящее время, несмотря на большое 

количество работ, направленных на изучение мульти-

стабильности [6–8], ряд вопросов, связанных с изуче-

нием этого явления, до сих пор остается не решенным. 

Одним из них является изучение поведения мультиста-

бильных систем, находящих под внешним шумовым 

воздействием. В работах [9–10] было показано, что 

воздействие флуктуаций может приводить к тому, что 

изначально мультистабильная система превращается в 

метастабильную, и в динамике системы наблюдается 

перемежающееся поведение, при котором происходят 

индуцированные шумом переключения между различ-

ными аттракторами. Однако в настоящее время не су-

ществует общей теоретической модели, которая бы 

описывала поведение мультистабильных систем, де-

монстрирующих перемежающееся поведение в присут-

ствии шума. В связи с этим возникает необходимость 

детального изучения индуцированной шумом переме-

жаемости в динамических системах, что говорит о не-

обходимости определения статистических характери-

стик такого типа поведения в мультистабильных сис-

темах, что является важным шагом исследования лю-

бого типа перемежающегося поведения [11–14]. В роли 

таких характеристик, как обычно, выступают зависи-

мость средней длительности ламинарного поведения от 

параметра надкритичности и распределение длительно-

стей ламинарных участков поведения при фиксирован-

ных значениях управляющих параметров, что позволяет 

однозначно определить, какой тип перемежающегося 

поведения реализуется в исследуемой системе.  

Таким образом, целью настоящей работы являлось 

получение статистических характеристик перемежаю-

щегося поведения, индуцированного шумом, в мульти-

стабильных системах, что в дальнейшем позволит по-

строить общую теорию, описывающую данный тип 

перемежаемости. 

В качестве объекта исследований в рамках данной 

работы был выбран легированный эрбием оптоволо-

конный лазер с модулируемым параметром [15]. В ряде 

недавних работ [16–17] показано, что данная динами-

ческая система является мультистабильной, причем 

при внешнем шумовом воздействии на нее она демон-

стрирует индуцированное шумом перемежающееся 

поведение, которое проявляется в том, что происходит 

попеременная смена одного колебательного режима 

другим. Данная динамическая система описывается 

следующими уравнениями 
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где x – это интенсивность излучения лазера; y – это 

среднее значение верхнего уровня лазерной генерации; 

L – длина активного волокна в лазере; ξ1 и ξ2 представ-

ляют собой параметры, определяемые соотношением 

между основным состояниями: поглощением σ12, вы-

нужденным переходом σ21 и возбужденным состояни-

ем поглощения σ23; Tr – время внутрирезонаторного 

кругового обхода фотона; α0 – коэффициент поглоще-

ния слабого сигнала эрбиевого волокна на длине волны 

лазера; αth – коэффициент внутрирезонаторных потерь 

на границе; τ – время жизни ионов эрбия в возбужден-

ном состоянии; r0 – радиус сердцевины волокна; w0 – 
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радиус основной моды волокна; rw – коэффициент, 

указывающий на совпадение между основной модой 

лазера и активного волокна, легированного эрбием. 

Слагаемое Psp отвечает за спонтанное излучение ос-

новной моды лазера, а Ppump  – за мощность накачки в 

лазере и выражается как 
 

 
,

)1(exp1
2
00

0

LrN

yL
PP ppump




                                 (2) 

 

где Pp – это мощность накачки на входе волокна, а β – 

безразмерный коэффициент. Параметры для моделиро-

вания были выбраны следующими: м88,0L , 

нс7,8rT , 308,0wr , 1
0 м40  , 21  , 4,02  , 

21092,3 th , 217
12 м103,2  , м107,2 6

0
r , 

c10 2 , м1065,1 6g , м105,3 6
0

w  и 5,0 , 

что связано с тем, что при таком выборе параметров 

данные численного моделирования хорошо согласуют-

ся с экспериментальными результатами.  

Мощность накачки на входе волокна модулируется 

гармоническим сигналом 
 

  ,2sin1 tfmpP ddp                                               (3) 

 

где p – это мощность накачки; md – амплитуда колеба-

ний; fd – собственная частота колебаний лазера  

( кГц80df  в рамках настоящей работы), при этом в 

данной системе возможно сосуществование до четырех 

периодических орбит Ai  5,4,3,1i  с частотой субгар-

моник iff di / : период колебаний один  

( кГц801  dff ), период колебаний три ( кГц273 f ), 

период колебаний четыре ( кГц204 f ) и период коле-

баний пять ( кГц165 f ). Если же в мощности накачки 

будет присутствовать слагаемое с шумом, то получим 

следующее соотношение 
 

    ,,2sin1 nddp fGtfmpP                          (4) 

 

где η – амплитуда шума, а  nfG ,  – функция с нену-

левым средним, характеризующая шум, причем ζ меня-

ется в переделах [–1,1]. В результате влияния шума 

фазовая траектория будет периодически посещать раз-

личные бассейны притяжения устойчивых аттракторов, 

т. е. будет происходить смена одного колебательного 

режима другим. Таким образом, исследуемая система 

перейдет из мультистабильного состояния в метаста-

бильное, и в этом случае можно будет детектировать 

перемежающееся поведение, индуцированное шумом. 

При этом влиять на количество сосуществующих ус-

тойчивых состояний и наиболее вероятное из них бу-

дут параметры стохастической модуляции fn и η. В 

рамках настоящей работы они были выбраны следую-

щими: Гц30nf  и 95,0dm . 

Чтобы определить статистические характеристики 

перемежающегося поведения, индуцированного шу-

мом, в легированном эрбием оптоволоконном лазере с 

модулируемым параметром, была использована мето-

дика, предложенная в работе [18]. Данный метод осно-

ван на использовании непрерывного вейвлетного пре-

образования с комплексным базисом [19–21], при этом 

для того чтобы определить, какой из колебательных 

режимов реализуется в настоящий момент в исследуе-

мой системе, необходимо сопоставить значения мгно-

венных распределений энергии вейвлетного преобра-

зования на характерных временных масштабах, соот-

ветствующих каждому из колебательных режимов, 

которые могут существовать в данной системе, при 

этом необходимо учитывать нормировку вейвлетного 

спектра [22]. Подробно данная методика определения 

длительности характерных колебательных режимов 

описана в работе [18].  

Тем не менее, данная методика не всегда позволяет 

корректно определить, какой колебательный режим 

реализуется в исследуемой системе, что хорошо иллю-

стрирует рис. 1а, где представлена интенсивность из-

лучения лазера, и рис. 1б, где приведены соответст-

вующие ей нормированные зависимости мгновенного 

распределения энергии вейвлетного преобразования от 

времени для периодов колебаний: период колебаний 

один ( кГц801  dff ), период колебаний три  

( кГц273 f ), период колебаний четыре ( кГц204 f ) и 

период колебаний пять ( кГц165 f ). Очевидно, что в 

данном случае в исследуемой системе не реализуется 

период колебаний один, при этом согласно данной 

методике он присутствует, кроме этого длительность 

существования «ошибочного» колебательного режима 

меньше одного периода. Стоит отметить, что данный 

артефакт метода является достаточно серьезным, т. к. 

полученные таким образом статистические характери-

стики будут значительно отличаться от реальных. В 

связи с этим при использовании данной методики вы-

деления статистических характеристик было наложено 

дополнительное условие, что длительность любого 

колебательного режима не может быть меньше одного 

периода колебаний. Такая модернизация исходного 

метода позволила избавиться от артефактов.  

Далее было проведено численное моделирование 

легированного эрбием оптоволоконного лазера и были 

получены статистические характеристики (зависимость 

средней длительности существования колебательного 

режима от параметра надкритичности) для каждого из 

колебательных режимов. При этом в качестве параметра 

надкритичности выступал параметр  0 , где 0  –

граничное значение амплитуды шума, при котором в 

исследуемой системе становится возможным наблю-

дать тот или иной колебательный режим. На рис. 2 

представлены зависимости средней длительности су-

ществования различных колебательных режимов от 

параметра надкритичности. Стоит отметить, что сред-

ние длительности существования всех колебательных 

режимов не подчиняются ни одному из известных тео-

ретических законов для различных типов перемежае-

мости. Тем не менее, для периода 1 (рис. 2а) данная 

зависимость ведет себя очень схоже с теоретическими 

закономерностями для известных типов перемежаемо-

сти, а именно, при минимальных значениях параметра 

надкритичности среднее время существования данного 

типа колебания максимально, а при увеличении данно-

го параметра среднее время существования уменьшает-

ся и после некоторого значения становится почти по-

стоянным. Тем не менее, для других колебательных 

режимов (рис. 2б–2г) это не свойственно.  
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Рис. 1. а – приведена зависимость интенсивности излучения от времени для оптоволоконного лазара, легированного эрбием с 

модулируемым параметром, при этом амплитуда шума равна 85,0= , б – представлены нормированные зависимости мгно-

венного распределения энергии вейвлетного преобразования от времени для периода колебаний один кГц801  dff , для 

периода колебаний три кГц273 f , для периода колебаний четыре кГц204 f  и для периода колебаний пять 

кГц165 f  

 
 

 
 
Рис. 2. а  – зависимость средней длительности существования периода колебаний один от параметра надкритичности  0 , где 

05,00  , б  – зависимость средней длительности существования периода колебаний три от параметра надкритичности  0 , 

где 05,00  , в  – зависимость средней длительности существования периода колебаний четыре от параметра надкритичности 

 0 , где 29,00  , г – зависимость средней длительности существования периода колебаний пять от параметра надкритич-

ности  0 , где 44,00   
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Таким образом, результаты, полученные в рамках 

настоящей работы, представляют значительный инте-

рес, т. к. в дальнейшем позволят построить корректную 

теоретическую модель, описывающую индуцирован-

ную шумом перемежаемость в мультистабильных сис-

темах. Кроме этого, модифицированный метод для 

выделения статистических характеристик в мультиста-

бильных системах может быть использован при даль-

нейших исследованиях индуцированной шумом пере-

межаемости [23–24]. 
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