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123 ВВЕДЕНИЕ

Полупроводниковые сверхрешетки – нано�
структуры, состоящие из нескольких (обычно не�
сколько десятков или более) чередующихся полу�
проводниковых материалов с различной шириной
запрещенной зоны. Впервые они были предложе�
ны в работах Л. Эсаки и Р. Тсу [1, 2] и независимо в
работе [3] как одномерные структуры для изучения
различных квантовых эффектов, связанных с ре�
зонансным туннелированием и блоховскими ко�
лебаниями. После публикации этих оригинальных
работ были предложены и экспериментально реа�
лизованы различные типы полупроводниковых
сверхрешеток с различными электромагнитными
свойствами. В настоящее время полупроводнико�
вые сверхрешетки – это удобные объекты как для
изучения и понимания процессов физики твердо�
го тела [2, 4], так и для исследования различных
нелинейных явлений [5–9]. Кроме того, блохов�
ские колебания и доменный транспорт, реализу�
ющийся в сильносвязанном типе сверхрешеток, а
также ассоциирующиеся с ними нелинейные
процессы [10] делают сверхрешетку перспектив�
ным элементом для генерации, усиления и детек�
тирования высокочастотных (с частотой до не�
скольких десятков терагерц) сигналов [11].

В контексте использования полупроводнико�
вых сверхрешеток в высокочастотной электрони�
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ке важна задача изучения взаимодействия сверх�
решетки с внешними электродинамическими
системами, с которыми может быть связана на�
ноструктура. Такая постановка задачи может
быть рассмотрена в двух аспектах. Во�первых, на
высоких частотах невозможно избавиться от па�
разитных емкостей и индуктивностей элементов
подключения сверхрешетки (провода, контакты
и т.п.), которые образуют паразитные резонанс�
ные контуры, воздействующие на сверхрешетку,
поэтому при изучении режимов генерации сверх�
решетки необходимо учитывать влияние такого
внешнего “паразитного” резонансного контура.
Во�вторых, хорошо известно, что внешние элек�
тродинамические системы часто являются эффек�
тивным способом управления сложными нели�
нейными колебательными процессами в диапазо�
не сверхвысоких частот, в частности, введение
дополнительных резонансных систем может при�
водить к возбуждению хаотических колебаний в
генераторах (например, в резонансной ЛОВ [12]). 

Ранее нами было показано, что подключение
внешней добротной резонансной системы способ�
ствует возникновению хаотических и квазиперио�
дических режимов колебаний в полупроводнико�
вой сверхрешетке [13–15], что представляет боль�
шой интерес для систем скрытой передачи
информации и супербыстрых генераторов случай�
ных чисел. С точки зрения как нелинейной дина�
мики, так и приложений в системах скрытой пере�
дачи информации, представляет интерес изучение
механизма перехода к хаосу в данной системе.

В настоящей работе детально исследован пере�
ход к хаосу в полупроводниковой сверхрешетке,
помещенной во внешнюю резонансную систему.
Показано, что переход к хаосу происходит по сце�
нарию перемежаемости. Также обнаружено, что в
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системе реализуется широкополосная хаотиче�
ская генерация, что представляет непосредствен�
ный интерес для использования сверхрешетки
как генератора в системах передачи информации.

ИССЛЕДУЕМАЯ СИСТЕМА 
И ЧИСЛЕННАЯ МОДЕЛЬ

Для описания коллективной динамики заряда
в полупроводниковой сверхрешетке использована
стандартная модель, основанная на самосогласо�
ванной системе уравнений Пуассона и непрерыв�
ности, которые интегрировались численно. Пара�
метры анализируемой сверхрешеки были выбраны
аналогично сверхрешеткам, описанным в работах
[6, 9], где предполагалось, что проводящий участок
минизоны разбит на N = 480 слоев, ширина кото�
рых достаточно мала: Δx = L/N = 0.24 нм.

Изменение плотности заряда в каждом слое nm

(правая граница которого x = mΔx) задается дис�
кретным аналогом уравнения непрерывности тока

(1)

где e – заряд электрона, Jm – 1 и Jm – плотность то�
ка на левой и правой границах слоя m. Плотность
тока определена как

(2)

где  – среднее электрическое поле в слое m, ско�
рость дрейфа υd( ) определялась соотношением

(3)

Где � – постоянная Планка, τ – скорость рассеи�
вания электронов, ωB = eFd/� – угловая частота
блоховских колебаний электронов (более по�
дробно см. [1, 8]).

Электрическое поле Fm на границе слоя m мо�
жет быть определено из уравнения Пуассона, ко�
торое в дискретном виде выглядит как

(4)

nD = 3 ⋅ 1022 м–3 – плотность легирования в слоях
сверхрешетки.

Для определения тока использованы омиче�
ские граничные условия, J0 = σF0, в сильно леги�
рованном эмиттере с электрической проводимо�
стью σ = 3788 Ом–1. Напряжение Vsl, приложен�
ное к устройству, определяется выражением

(5)
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где U – падение напряжения на контактах с уче�
том эффекта формирования слоев повышенной
концентрации заряда вблизи эмиттера и пони�
женной концентрации зарядов вблизи коллекто�
ра сверхрешетки [6]. Зная плотность тока в каж�
дом слое, можно вычислить суммарный ток, про�
текающий через сверхрешетку [10]

(6)

где A = 5 ⋅ 10–22 м2 – поперечное сечение сверхре�
шетки. Заметим, что в численном моделировании
предполагается нахождение сверхрешетки при низ�
кой температуре, когда диффузионной составляю�
щей плотности тока можно пренебречь.

Для моделирования внешнего резонансного
контура воспользуемся одномодовым приближе�
нием, резонатор описывался эквивалентной схе�
мой, уравнения Кирхгофа для которой имеют вид

(7)

(8)

где I(Vsl) – ток, генерируемый сверхрешеткой. Ре�
зонатор характеризуется частотой fQ, и добротно�
стью Q.

ДИНАМИКА СИСТЕМЫ

Для исследования нелинейной динамики си�
стемы были рассчитаны три старших показателя
Ляпунова. Их зависимости от напряжения пита�
ния приведены на рис. 1а. Хорошо видно, что до
≈840 мВ наблюдается периодический режим: пер�
вый показатель Ляпунова равен нулю, второй и
третий показатели отрицательны. При увеличе�
нии напряжения до 840 мВ значения второго и
третьего показателей начинают резко возрастать и
становятся равными нулю в точке бифуркации.
При этом первый показатель начинает принимать
положительные значения. При дальнейшем уве�
личении напряжения значения третьего показате�
ля Ляпунова становятся отрицательным. Данное
поведение показателей Ляпунова свидетельствует
о реализации хаотической динамики при напря�
жении выше 840 мВ.

Для иллюстрации этого режима на рис. 1б по�
казано изменение спектра колебаний напряже�
ния в системе в зависимости от напряжения пита�
ния. До перехода к хаосу в спектре наблюдается
только основная частота и отдельные гармоники.
В точке бифуркации спектр резко расширяется,
основная гармоника становится сильно зашум�
ленной. Очевидно, данный режим интересен для
практического использования полупроводнико�
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вой сверхрешетки во внешней резонансной си�
стеме в качестве генератора широкополосного
сигнала.

Рассмотрим изменение динамики системы в об�
ласти перехода к хаосу. На рис. 2 приведены времен�
ные реализации (а–в) и фазовые портреты (г–е) ко�
лебаний напряжения на сверхрешетке в резона�
торе при увеличении напряжения питания
системы. Хорошо видно, что при напряжении
844 мВ в системе реализуется сложнопериодиче�
ский режим: на реализации (а) наблюдаются только
регулярные колебания, фазовый портрет (г) пред�
ставляет из себя предельный цикл периода четыре.

При увеличении напряжения (V0 = 846.6 мВ)
на временной реализации (б) появляется корот�
кая турбулентная фаза, которая также хорошо
видна на фазовом портрете (д). При дальнейшем
увеличении напряжения питания (V0 = 848 мВ)
количество турбулентных фаз на временной реа�
лизации (г) резко возрастает, фазовый портрет (е)
начитает иметь вид хаотического аттрактора. Об�
ратим внимание, что данный режим характеризу�
ется хаотическим широкополосным спектром из�
лучения (рис. 1б), что представляет большой ин�
терес для прикладного использования в системах
передачи информации.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Изучены хаотическая динамика и переход к ха�
осу полупроводниковой сверхрешетки во внеш�
нем добротном резонаторе. Были рассчитаны три
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Рис. 1. Зависимости трех старших показателей Ляпу�
нова от напряжения питания сверхрешетки (а).
Спектральный состав колебаний напряжения в ре�
зонаторе при изменении напряжения питания (б).
Частота внешнего резонатора fQ = 13.81 ГГц, доброт�
ность Q = 150.
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Рис. 2. Временные реализации (а–в) и фазовые порт�
реты (г–е) колебаний напряжения в резонаторе при
увеличении напряжения питания: (а, г) V0 = 844 мВ,
(б, д) V0 = 846.6 мВ, (в, е) V0 = 848 мВ. Частота внеш�
него резонатора fQ = 13.81 ГГц, добротность Q = 150.



ИЗВЕСТИЯ РАН. СЕРИЯ ФИЗИЧЕСКАЯ  том 78  № 12  2014

ПЕРЕХОД К ХАОСУ И ХАОТИЧЕСКАЯ ГЕНЕРАЦИЯ 1567

старших показателя Ляпунова в зависимости от
напряжения питания полупроводниковой сверх�
решетки. Показано, что переход к хаотической ди�
намике происходит по сценарию перемежаемости.
Кроме того, перемежающееся поведение приводит
к существенному расширению спектра, что пред�
ставляет интерес как для фундаментального иссле�
дования полупроводниковых наноструктур, так и
для практического применения сверхрешеток для
генерации СВЧ� и ТГц�колебаний и их использо�
вания в системах скрытой передачи информации.

Работа выполнена при поддержке Российско�
го научного фонда (проект № 14�12�00222). Мак�
сименко В.А. также выражает благодарность за
индивидуальную стипендию Фонду “Династия”.
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