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12 ВВЕДЕНИЕ

Одна из наиболее важных задач современной ра�
диофизики в области исследования сетей осцилля�
торов – изучение режимов синхронизации взаимо�
действующих элементов [1, 2]. Узлы в таких сетях
выступают в качестве элементов этих сложных си�
стем, а связи между узлами представляют собой вза�
имодействие между ними. В последнее время воз�
никает интерес к рассмотрению сетей, топология
которых развивается и адаптируется с течением
времени, что либо обусловлено внешними воздей�
ствиями, либо соответствует конкретным заранее
определенным правилам эволюции [3]. Такие сети
носят названия адаптивных сетей, и их исследова�
ния представляют значительный интерес как с точ�
ки зрения фундаментальных вопросов нелинейной
динамики, так и для решения прикладных задач в
различных отраслях естествознания, а также при
изучении биологических, социальных, экономиче�
ских и других систем, представляющих совокуп�
ность большого числа агентов с различными типа�
ми и интенсивностями связей между ними [4–7].

Особенно важны данные исследования для ней�
родинамики и нейрофизиологии, где исследуемые
объекты – нейронные ансамбли центральной и пе�
риферийной нервных систем – представляют собой
сложные сети элементов с собственной сложной
динамикой – нейронов, связи между которыми по�
стоянно перестраиваются и меняются в зависимо�
сти от решаемых задач [8]. Традиционным и весьма
эффективным методом исследования электриче�
ской активности головного мозга является реги�
страция электроэнцефалограмм (ЭЭГ), которые
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представляют собой усредненную сумму электриче�
ских полей, генерируемых синаптическими токами
большой группы нейронов в окрестности регистри�
рующего электрода [9]. У человека запись ЭЭГ про�
водится обычно посредством электродов, размещае�
мых на коже головы. У животных традиционно ис�
пользуется метод вживленных электродов, который
даёт возможность получить более детальную инфор�
мацию об электрической активности относительно
небольших популяций нейронов коры головного
мозга и подкорковых структур. Важно отметить, что
в обоих случаях сигналы электроэнцефалограмм
представляют собой усредненные (интегральные)
характеристики, описывающие динамику сложной
нейронной сети. Увеличение амплитуды ЭЭГ гово�
рит о повышении когерентности колебаний в ан�
самбле нейронов в окрестности регистрирующего
электрода.

В последнее время задачи, связанные с диагно�
стикой синхронных режимов в нейронных сетях
головного мозга, представляют большой интерес
для исследований патологической активности, в
частности эпилептической, в связи с чем возника�
ет важный вопрос оценки эффективности исполь�
зования для этих целей интегральных характери�
стик, представляющих интегральные усредненные
по ансамблю характеристики [10, 11].

Цель данной работы – исследование сети свя�
занных фазовых осцилляторов Курамото как клас�
сической базовой модели в теории сетей [3] и ана�
лиз возникновения кластеров по интегральным
характеристикам. В качестве объекта исследова�
ний рассмотрена модель сложной сети с адаптив�
ными связями, в которой синхронная динамика
приводит к появлению кластеров, взаимодейству�
ющих между собой смежных элементов. Динамику
данной сети анализировали с использованием не�
прерывного вейвлет�преобразования интеграль�
ных характеристик сети [10, 11], которые позволя�
ют провести диагностику формирования и дина�
мику кластеров. Использование распределения
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фаз позволяет количественно оценить уровень
кластеризации рассматриваемой модели сети.

ИССЛЕДУЕМАЯ МОДЕЛЬ 
И МЕТОД ДИАГНОСТИКИ

Синхронизации в сети

В настоящем исследовании используется мо�
дель фазового осциллятора Курамото, являющаяся
одной из наиболее распространенных базовых мо�
делей в теории сетей, которая выступает в качестве
математической интерпретации коллективной ди�
намики химических и биологических осциллято�
ров [12]. В последнее время различные модифика�
ции данной модели сети фазовых осцилляторов
активно применяют для анализа процессов кла�
стеризации и синхронизации, в том числе в ней�
ронных сетях и социальных системах [3].

Базовой моделью для исследования выступает
сеть осцилляторов, представляющих собой свя�
занные генераторы Курамото, где каждый узел се�
ти имеет связь с другими узлами  и фазу  из�
меняющиеся во времени:

(1)

где  – заданные случайным образом круговые
частоты осцилляторов Курамото, N – число гене�
раторов в сети, λ – интенсивность связей между
генераторами и  – вес связи между j� и i�узлами.

В данной работе рассматривается модель слож�
ной сети с адаптивными связями, предложенная ра�
нее в работе [3]. Данная модель отражает две главные
особенности природных сетей, а именно безмас�
штабное распределение веса связей и формирова�
ние мезомасштабных структур. Такие явления могут
быть причиной возникновения следующих меха�
низмов: “гемофилии”, связанной с усилением свя�
зей между синхронизированными узлами, и “гомео�
стазом” – механизмом конкуренции, с помощью
которого повышение некоторой связи от одного
элемента сети уравновешивается ослаблением дру�
гих связей того же узла в сети, осуществляемым пу�
тем наложения условия:

(2)

т.е. сумма всех весов, входящих в узел, постоянна
в любой момент времени,  – коэффициент,
определяющий силу связи, соединяющей узлы
j� и i�сети.

Величина ωij изменяется с течением времени
по закону [3]

(3)
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где  – общая входная сила узла i, –

это степень локальной синхронизации между осцил�
лятором i и j, усредненная по времени в интервале
[t⎯T, t], которая определяется через уравнение

(4)

Здесь параметр управления T был выбран равным
T = 100 для всех расчетов аналогично работам [3, 13].

В работах [11, 14] была показана возможность
обнаружения кластеров в адаптивных сетях, ос�
нованная на вейвлет�анализе макроскопической
динамики. Для анализа синхронизации с ис�
пользованием интегральных характеристик мы
рассматривали интегральный сигнал, представля�
ющий собой усреднения колебаний по некоторому
подмножеству N элементов сети (в данном иссле�
довании рассматривали сигнал, представляющий
собой усреднение по всей сети из N осцилляторов)

(5)

где  – это фазы осцилляторов генерируемых от
каждого узла в сети, A – амплитуда сигналов, кото�
рая в модельной системе была положена равной 1.

Характеристику (5) в первом приближении мож�
но рассматривать как аналог интегрального сигнала
электроэнцефалограммы, характеризующего вклад
некоторой группы осцилляторов (например,нейро�
нов в нейронной сети) в регистрируемый в экспери�
менте сигнал от сети осцилляторов (1). Сигнал X(t)
анализировали с помощью непрерывного вейвлет�
преобразования [14]

(6)

где * означает комплексное сопряжение;

(7)

представляет собой вейвлетный базис, где ψ0 – ма�
теринский вейвлет, τ параметр сдвига, s – времен�
ной масштаб. В своей работе мы будем использо�
вать материнский вейвлет Морле, наиболее подхо�
дящий для задачи частотно�временного анализа и
распознавания характерных паттернов на сигналах
физиологической природы [14]

(8)

где центральная частота была выбрана равной ω0 =
= 2π. В нашем случае при данной центральной ча�
стоте соотношение между частотой фурье�преобра�
зования и масштабным параметром (временным
масштабом s) может быть записано как f = 1/s.
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ХАРЧЕНКО и др.

РЕЗУЛЬТАТЫ АНАЛИЗА 
ФАЗОВОЙ СИНХРОНИЗАЦИИ 

ПО ИНТЕГРАЛЬНЫМ ХАРАКТЕРИСТИКАМ

Рассмотрим результаты численного моделиро�
вания адаптивной сети связанных генераторов
Курамото (1). Исследовалась сеть из 150 генерато�
ров, значения круговых частот осцилляторов Ку�
рамото  были заданы случайным образом в диа�
пазоне [0, 2π], параметр связи между генератора�
ми будем варьировать в пределах 0 ≤ λ ≤ 3.5 с
постоянным шагом Δ = 0.1.

При малом параметре интенсивности связи
0 ≤ λ ≤ 1.5 на вейвлетной поверхности наблюдает�
ся несинхронное поведение элементов сети Кура�
мото, но уже при λ = 1.5 мы видим три четко вы�
раженных кластера. В работах [11, 14] было пока�
зано, что при увеличении интенсивности связи λ
наблюдающиеся характерные ритмы, диагности�
руемые по вейвлетному спектру, связаны с про�
цессом кластеризации, в результате которой с
дальнейшем увеличением параметра интенсив�
ности связи происходит установление режима
глобальной фазовой синхронизации. Соответ�
ствующие усредненные во времени вейвлет�спек�
тры интегрального сигнала приведены на рис. 1
для нескольких значений λ: λ = 1.5 (кривая 1),
λ = 2 (кривая 2), λ = 2.5 (кривая 3), λ = 3 (кривая 4),
λ = 3.5 (кривая 5). Каждый максимум на вейвлет�
ном спектре соответствует формирующемуся
кластеру. Хорошо видно, что с увеличением силы
связи λ в адаптивной сети образуются три класте�
ра, число которых далее уменьшается с ростом
интенсивности связи, что приводит в итоге к ре�
жиму глобальной фазовой синхронизации в сети
и, как следствие, образованию единого кластера,
включающего все элементы анализируемой сети.

На рис. 2 представлена эволюция распределения
фаз анализируемых сетевых кластеров. Данное рас�
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Рис. 1. Вейвлет�спектр интегрального сигнала (5) для
различных λ: λ = 1.5 (кривая 1), λ = 2 (кривая 2), λ =
= 2.5 (кривая 3), λ = 3 (кривая 4), λ = 3.5 (кривая 5).
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Рис. 2. Распределение разности фаз между осцилля�
торами Курамото в адаптивной сети для различной
силы связи λ: λ = 1.5 (а), λ = 2 (б), λ = 2.5 (в), λ = 3 (г),
λ = 3.5 (д). Цифрами на графике обозначены класте�
ры, возникающие в сети. Сплошная кривая соответ�
ствует функции Гаусса, использованной для аппрок�
симации распределений.
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пределение позволяет не только качественно, но и
количественно установить число связанных между
собой осцилляторов в кластерах адаптивной сети.
Сравнивая между собой вейвлет�спектры инте�
грального сигнала (рис. 1) и распределения фаз се�
тевых кластеров (рис. 2) можем заметить для случая
малой связи λ = 1.5 (рис. 2а) пик с максимальной
амплитудой соответствует распределению фаз с
наибольшей дисперсией, в то время как распреде�
ление фаз с наименьшей дисперсией соответствует
второму по величине пику на вейвлет�спектре сиг�
нала. По количеству входящих в кластер осциллято�
ров рассмотренные кластеры примерно равны. Да�
лее, если рассматривать случай λ = 2.5 (рис. 2в),
можно отметить, что кластеры также равны по ко�
личеству входящих в них осцилляторов, так как на
рассматриваемой зависимости наблюдается равен�
ство дисперсии и амплитуды характеристики. Слу�
чай большой связи соответствует единственному
кластеру также с Гауссовым распределение фаз ос�
цилляторов (рис. 2д).

В таблице представлены результаты исследования
сетевой модели Курамото с адаптивно меняющими�
ся связями. В ней показано, как от интенсивности
связей зависит изменение амплитуды вейвлет�спек�
тра, соответствующая дисперсия распределения фаз
σ и количество вовлекаемых в отдельные кластеры
осцилляторов N. Мы видим четкую связь между чис�
лом элементов в каждом кластере с амплитудой соот�
ветствующего ритма в интегральном сигнале, что от�
крывает возможности по диагностике характеристик
кластеров, в первую очередь числа элементов, входя�
щих в тот или иной кластер фазовой синхронизации,
образующийся в исследуемой адаптивной сети, по
интегральным характеристикам.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Дан анализ фазовой синхронизации в адаптив�
ной сети фазовых осцилляторов Курамото путем
изучения вейвлет�спектров интегрального сигна�
ла и эволюции распределения разности фаз в вы�
деленных синхронных кластерах. Показано, что
диагностика синхронизации по вейвлет�спек�
трам, их сравнение с распределением разностей
фаз осцилляторов дают корректное качественное
и количественное описание процессов кластери�
зации при большой силе связи в адаптивной сети.
Использование такого подхода позволяет опреде�
лить, какое количество осцилляторов находится
во взаимодействии в том или ином кластере.

Практическая значимость представленных ре�
зультатов связана с применением разработанного
подхода к анализу реальных объектов, состоящих
из большого числа сетевых элементов, где экспе�
риментальные данные ограничены использова�
нием интегральных характеристик: сигналы
электроэнцефалограм и магнитоэнцефалограмм,
биологические популяции того или иного вида,
социальные и техногенные сети. Дальнейшим
шагом исследования планируется анализ биоло�
гических данных на основе проведенной работы.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект
№ 15�02�00624, 14�02�31235) и Министерства обра�
зования и науки РФ (задания 3.23.2014/К и 931).
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Результаты выявления кластеров адаптивной сети.
Здесь ε – интенсивность силы связи, A – амплитуда пи�
ка на вейвлет�спектре сигнала, σ – дисперсия распреде�
ления фаз, N – количество осцилляторов в кластере

1 кластер

ε A σ N

1.5 51.3 1.3 31
2 83.4 0.51 53
2.5 41.1 0.66 71
3 261.1 1.13 115

2 кластер
1.5 23 0.46 30
2 22.3 0.55 97
2.5 57 0.58 79
3 7.8 0.41 35
3.5 100.6 0.5 150

3 кластер
1.5 5.5 0.89 89
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