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12 Показатели Ляпунова представляют собой
мощный инструмент для анализа сложного поведе�
ния систем [1–5]. Они широко используются для
описания как автономной, так и неавтономной ди�
намики систем с сосредоточенными и распреде�
ленными параметрами. Одно из наиболее важных
приложений показателей Ляпунова – это их ис�
пользование для обнаружения качественных изме�
нений в динамике системы при варьировании
управляющих параметров. Например, показатели
Ляпунова используются для обнаружения перехода
от хаотического режима к гиперхаосу [6], для выяв�
ления наличия гиперболического аттрактора [3, 7],
для диагностики различных типов хаотической
синхронизации [8–13].

Наряду с показателями Ляпунова в рассмотре�
ние иногда вводят локальные показатели [14, 15],
которые рассчитываются на конечном интервале
времени. Такой подход можно использовать, на�
пример, при анализе экспериментальных данных,
когда в распоряжении исследователей находятся
ограниченные временные реализации. Локальные
показатели Ляпунова могут также характеризовать
особенности фазового пространства рассматривае�
мых систем или характерные черты поведения си�
стем, которые проявляются в различные моменты
времени. В частности, в [16] локальные показатели
Ляпунова использованы для объяснения поведе�
ния нулевого показателя Ляпунова вблизи грани�
цы фазовой хаотической синхронизации.

1 Федеральное государственное бюджетное образовательное
учреждение высшего профессионального образования Са�
ратовский государственный университет имени Н.Г. Чер�
нышевского.

2 Федеральное государственное бюджетное образовательное
учреждение высшего профессионального образования Са�
ратовский государственный технический университет
имени Ю.А. Гагарина.

Известно, что в двух связанных хаотических си�
стемах при изменении параметра связи, как прави�
ло, происходит последовательный переход в об�
ласть отрицательных значений двух показателей
Ляпунова: сначала нулевого, а затем положитель�
ного [12, 17]. Изменение знака показателя Ляпуно�
ва, как отмечено выше, свидетельствует о каче�
ственных изменениях, произошедших в динамике
системы. В ряде случаев переход одного из показа�
телей Ляпунова в область отрицательных значений
связывают с возникновением синхронного поведе�
ния, как, например, в случае синхронизации пери�
одических колебаний или при установлении режи�
мов фазовой и обобщенной синхронизации
[12, 17]. В то же самое время для связанных хаоти�
ческих осцилляторов при установлении режима
фазовой синхронизации условный нулевой показа�
тель Ляпунова является уже существенно отрица�
тельным [12, 18]. Переход старшего условного по�
казателя Ляпунова через нуль происходит тоже не�
много раньше установления режима обобщенной
хаотической синхронизации (правда, разница
между критическими значениями параметра связи
оказывается столь незначительной, что зачастую не
принимается в рассмотрение).

Локальные показатели Ляпунова позволяют
объяснить процессы, приводящие к отрицатель�
ности нулевого показателя Ляпунова вблизи гра�
ницы фазовой хаотической синхронизации [16].
Известно, что ниже границы установления режима
фазовой хаотической синхронизации наблюдается
перемежающееся поведение [19, 20]. В этом случае
зависимость разности фаз исследуемой системы и
внешнего воздействия от времени  содержит
участки синхронного поведения (ламинарные фа�
зы), прерываемые внезапными турбулентными
всплесками, во время которых абсолютная вели�
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чина разности фаз |ϕ(t)| изменяется на 2π. Отри�
цательность показателя Ляпунова  связана
именно с наличием участков синхронного пове�
дения. Для проверки этого предположения вво�
дятся в рассмотрение локальные показатели Ля�
пунова, отдельно для ламинарных и турбулент�
ных фаз.

Как правило, локальные показатели Ляпунова
определяют на интервале времени фиксированной
длины  В этом случае одна из важнейших
характеристик поведения системы – это распреде�
ление локальных показателей Ляпунова  ко�
торое связано с показателем Ляпунова λ как 

(1)

где 

Поскольку в проводимом рассмотрении локаль�
ные показатели Ляпунова используются для того,
чтобы характеризовать динамику системы отдельно
для ламинарных и для турбулентных фаз, каждый
локальный показатель Ляпунова определяется на
отдельном временном интервале τ, соответствую�
щем своей фазе, ламинарной или турбулентной. Так
как длительности τ каждой фазы различны, в этом
случае необходимо рассматривать распределение

 вместо распределения  Соответствен�
но соотношение (1) должно быть заменено на 

(2)

Поскольку исследование локальных показате�
лей Ляпунова проводится раздельно для ламинар�
ных и турбулентных фаз, необходимо рассматри�
вать два распределения:  и  соответ�
ствующих синхронным и асинхронным участкам
поведения системы. Очевидно, что в этом случае ве�
личина рассматриваемого показателя Ляпунова 
связана с этими распределениями следующим об�
разом: 

(3)

Как установлено ранее [16], отрицательность
нулевого показателя Ляпунова  в системе двух
связанных хаотических осцилляторов вблизи гра�
ницы установления режима фазовой хаотической
синхронизации связана, в первую очередь, с дина�
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микой систем во время ламинарных фаз. Именно
эти участки поведения и обусловливают отрица�
тельность величины  В то же самое время пере�
межающееся поведение наблюдается и вблизи
границ установления других синхронных режи�
мов взаимодействующих хаотических систем (на�
пример, вблизи границы режима обобщенной
синхронизации), а также систем с регулярной ди�
намикой, находящихся под воздействием шума.
Соответственно можно ожидать, что механизмы,
приводящие к переходу соответствующего показа�
теля Ляпунова в область отрицательных значений,
обнаруженные при изучении поведения связанных
хаотических осцилляторов вблизи границы фазо�
вой синхронизации, имеют универсальный харак�
тер и будут свойственны широкому классу систем с
хаотической и стохастической динамикой (тем бо�
лее что существует тесная взаимосвязь между ре�
жимами детерминированного хаоса и режимами,
наблюдающимися в системах с регулярной дина�
микой, находящихся под воздействием шума, см.,
например, [11]). Соответственно для подтвержде�
ния (или опровержения) данного предположения
необходимо провести рассмотрение поведения
локальных показателей Ляпунова вблизи границ
установления других синхронных режимов. В ка�
честве таковых в настоящей работе выбран син�
хронный режим для неавтономного генератора
Ван�дер�Поля с шумом (система с периодической
динамикой, находящаяся под действием шума) и
режим обобщенной хаотической синхронизации в
дискретных отображениях.

Начнем рассмотрение с систем с периодиче�
ской динамикой, находящихся под действием
шума. Как отмечено выше, в качестве объекта ис�
следования выберем классический автогенератор
Ван�дер�Поля 

(4)
где  – управляющий параметр системы,

 и A – частота и амплитуда внешнего
гармонического воздействия, соответственно,

 – δ�коррелированный белый шум (
), D – его интенсивность. Для

интегрирования системы (4) использован одно�
шаговый метод Эйлера с шагом по времени

В отсутствие шума ( ) осциллятор Ван�
дер�Поля демонстрирует синхронную динамику
при  Порог возникновения син�
хронного режима в данном случае совпадает с мо�
ментом перехода нулевого показателя Ляпунова

 в область отрицательных значений. Добавле�
ние шума приводит к сдвигу порогового значения
установления синхронного режима в сторону
больших значений амплитуд внешнего воздей�
ствия, при этом момент перехода нулевого ляпу�
новского показателя через ноль, наоборот, сдви�
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гается в сторону меньших значений параметра A
[12, 21]. 

Проведем исследование распределения ло�
кальных показателей Ляпунова при установлении
синхронного режима для осциллятора Ван�дер�
Поля (4). Для расчета показателей Ляпунова ис�
пользовали алгоритм Бенеттина с процедурой ор�
тогонализации Грамма–Шмидта [22].

На рис. 1 приведены распределения локальных
показателей Ляпунова для ламинарных и турбу�
лентных фаз при  а также соответствующие
им линии уровня. Линии уровня для распределе�
ния  локальных показателей, отвечающих
турбулентным фазам, показаны сплошными ли�
ниями, а аналогичные линии уровня для распреде�
лений  локальных ляпуновских экспонент
ламинарных фаз – пунктиром. Распределения по�
строены по  фазам. Значение параметра
надкритичности было выбрано  что со�
ответствует режиму перемежаемости в системе (4).
Из рисунка видно, что распределение для турбу�
лентных фаз оказывается симметричным относи�
тельно нуля, в то время как распределение 
полученное для ламинарных фаз, является асим�
метричным и сдвигается в область отрицательных
значений. Таким образом, отрицательность рас�
сматриваемого показателя Ляпунова  в системе
(4) под внешним воздействием с шумом связана,
в первую очередь, с динамикой системы во время
ламинарных фаз. Именно эти участки обусловли�
вают отрицательность величины 

Рассмотрим теперь вопрос о поведении стар�
шего (условного) показателя Ляпунова при изме�
нении параметра связи между системами. Как
упоминалось выше, переход старшего условного
показателя Ляпунова в область отрицательных
значений свидетельствует о наступлении режима
обобщенной хаотической синхронизации в одно�
направленно связанных системах [2, 23]. Рас�
смотрим этот вопрос более детально на примере
двух однонаправленно связанных логистических
отображений: 

(5)

где    При ука�
занных значениях управляющих параметров
условный показатель Ляпунова  оказывается
отрицательным при  и 
что свидетельствует о наличии обобщенной син�
хронизации в указанных диапазонах. В области

 в системе имеет место слабая
синхронизация, в то время как при  на�
блюдаемый режим соответствует сильной син�
хронизации [24].

Проанализируем поведение локальных поло�
жительных показателей Ляпунова на границе
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обобщенной синхронизации в исследуемой систе�
ме. Следует отметить, что, хотя метод расчета спек�
тра показателей Ляпунова и метод вспомогатель�
ной системы диагностируют наступление синхрон�
ного режима при близких значениях параметра
связи, переход условного показателя Ляпунова в
область отрицательных значений происходит все
же немного раньше наступления обобщенной син�
хронизации. В той области, где условный показа�
тель Ляпунова отрицателен, но режим обобщенной
синхронизации еще не наступил (эта область очень
узкая и зачастую не принимается в рассмотрение),
имеет место перемежающаяся обобщенная син�
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и асинхронных фаз хаотических колебаний осцилля�
тора Ван�дер�Поля (4) под внешним воздействием в
присутствии шума. Распределения построены по  n =
= 5000 фазам. Значение параметра надкритичности
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хронизация, характеристики которой соответству�
ют перемежаемости типа on�off [25]. Можно пред�
положить, что по аналогии с поведением нулевого
показателя Ляпунова вблизи границы фазовой
синхронизации отрицательность старшего услов�
ного показателя Ляпунова  может быть связана с
наличием ламинарных фаз (участков синхронного
поведения) во временных реализациях взаимодей�
ствующих однонаправленно связанных дискрет�
ных отображений (5). Для проверки этого предпо�
ложения снова рассмотрим локальные показатели
Ляпунова отдельно для ламинарных и турбулент�
ных фаз. Значение параметра связи между взаимо�
действующими системами выберем 

На рис. 2 показаны распределения локальных
показателей Ляпунова  для ламинарных и тур�
булентных фаз системы однонаправленно свя�
занных логистических отображений (5), а также
соответствующие им линии уровня. По аналогии

rλ

0.122.ε =

lλ

с автогенератором Ван�дер�Поля (4) линии уров�
ня для распределения  локальных показа�
телей Ляпунова, отвечающих турбулентным фа�
зам, показаны сплошными линиями, а аналогич�
ные линии уровня для распределений 
локальных показателей Ляпунова для ламинар�
ных фаз – пунктиром. Все распределения постро�
ены по  фаз. Из рисунка видно, что, как и
в случае локальных нулевых показателей Ляпунова,
локальные ляпуновские экспоненты, соответству�
ющие интервалам синхронного движения, локали�
зованы в области отрицательных значений, в то
время как локальные показатели Ляпунова, най�
денные для асинхронных участков, расположены в
окрестности нуля.

Таким образом, можно сделать вывод о том, что
механизмы, ответственные за отрицательность
старшего (положительного) показателя Ляпунова,
являются теми же, что и в рассмотренном выше
случае нулевого условного показателя Ляпунова.
Отрицательность старшего условного показателя
Ляпунова – следствие проявления синхронизма,
наблюдающегося на определенных временных ин�
тервалах, соответствующих ламинарным фазам по�
ведения систем. Кроме того, существуют также и
турбулентные участки, на которых старший услов�
ный показатель Ляпуновска положителен и бли�
зок к нулю, что говорит о том, что режим обоб�
щенной синхронизации в этом случае еще не на�
ступил.

Исследование выполнено при поддержке Ми�
нобрнауки РФ (14.B37.21.0751, 14.B37.21.0059),
РФФИ (грант № 12�02�00221) и Государственного
задания Минобрнауки России высшим учебным
заведениям на 2013 и плановый период 2014 и
2015 гг. в части проведения НИР.
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