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Предложена теория перемежаемости в бистабильных динамических системах, находящихся под внешним 

шумовым воздействием. Получены теоретические закономерности, описывающие данный тип перемежаемости, 
а именно распределение длительности пребывания исследуемой системы вблизи устойчивого положения рав-

новесия. Предложенная теория была применена к модельной бистабильной системе и легированному эрбием 

оптоволоконному лазеру, получено хорошее соответствие теории и численных результатов. 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Многие процессы в природе и физике носят пере-

межающийся характер, когда во временной реализации 

исследуемой системы (при фиксированных значениях 

управляющих параметров) последовательно чередуют-

ся два различных динамических режима (периодиче-

ские колебания внезапно сменяются хаотическими, на 

смену которым вновь приходит периодическая дина-

мика; стационарное состояние прерывается колеба-

тельным движением, после чего система вновь прихо-

дит к стационарному состоянию, и т. п.) [1]. Проявле-

ния перемежающегося поведения весьма разнообразны 

и охватывают очень широкий круг систем, что позво-

ляет говорить об универсальности данного явления и 

его фундаментальном характере [2].  

Перемежаемость является одним из классических 

сценариев перехода от периодических колебаний к 

хаотическим [2]. При этом сигнал представляет собой 

чередующуюся последовательность регулярных (лами-

нарных) фаз и хаотических всплесков (турбулентных 

фаз). При увеличении управляющего параметра турбу-

лентные всплески становятся все более частыми до тех 

пор, пока движение полностью не хаотизируется. В 

зависимости от характера потери устойчивости перио-

дическим режимом (определяемого мультипликатора-

ми предельного цикла) различают перемежаемость 

типов I–III [1–2]. 

Схожая ситуация имеет место вблизи границ раз-

личных режимов хаотической синхронизации (при 

этом под ламинарной фазой понимается фаза синхрон-

ного поведения, под турбулентной – фаза асинхронно-

го поведения), в связи с чем выделяют перемежаю-

щуюся фазовую синхронизацию [3], перемежающуюся 

обобщенную синхронизацию [4], перемежающуюся 

синхронизацию с запаздыванием [5] и перемежаю-

щуюся синхронизацию, индуцированную шумом [6]. 

Иными словами, перемежающееся поведение предше-

ствует установлению практически всех известных ти-

пов хаотической синхронизации, однако типы переме-

жаемостей, наблюдающиеся вблизи границ разных 

типов хаотических синхронных режимов, в общем слу-

чае являются также различными. В частности, извест-

но, что на границах полной синхронизации, синхрони-

зации с запаздыванием, обобщенной синхронизации и 

синхронизации, индуцированной шумом, наблюдается 

перемежаемость типа «on-off» [5; 7], на границе фазо-

вой синхронизации в зависимости от величины рас-

стройки управляющих параметров имеет место либо 

перемежаемость «игольного ушка» [8], либо переме-

жаемость «кольца» [9]. Тот же тип перемежаемости 

наблюдается также в режиме синхронизации времен-

ных масштабов на граничных временных масштабах 

наблюдения [10]. Также установлено, что возможно 

одновременное существование двух различных типов 

перемежаемости вблизи границы фазовой хаотической 

синхронизации. Если поведение системы рассматрива-

ется на граничных временных масштабах наблюдения 

(с использованием концепции синхронизации времен-

ных масштабов), то вблизи границы фазовой синхрони-

зации в системе можно детектировать перемежаемость 

«игольного ушка» и перемежаемость «кольца» одно-

временно [11–13]. 

Необходимо отметить, что всем вышеописанным 

типам перемежающегося поведения в настоящий мо-

мент посвящено большое количество работ [1–11], в 
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которых подробно разобраны механизмы, приводящие 

к тому или иному типу перемежающегося поведения. 

Тем не менее, в рамках исследования явления переме-

жаемости остается ряд вопросов, которые до настояще-

го момента являются плохо изученными. Одним из 

таких направлений исследований является изучение 

перемежаемости, индуцированной шумом, в мульти-

стабильных системах. Исследование данного типа пе-

ремежающегося поведения находит отражение во мно-

гих современных научных работах. В частности, в ряде 

работ показано, что перемежаемость, индуцированная 

шумом, может возникать в системах различной приро-

ды (в полупроводниковых лазерах [14], в легированном 

эрбием оптоволоконном лазере [15–16], мерцании 

квантовых точек [17], в сердечных тканях [18], в пере-

ходе Джозефсона [19]). Тем не менее, несмотря на зна-

чительный интерес со стороны исследователей к изу-

чению мультистабильности и перемежаемости, в на-

стоящий момент времени остается нерешенным во-

прос, связанный с детальным пониманием процессов, 

происходящих в мультистабильных системах при воз-

действии на них шумов, и теоретическим описанием 

возникающего при этом перемежающегося поведения. 

В частности, в настоящий момент времени не сущест-

вует общей теоретической модели, описывающей дан-

ный тип поведения. 

 

РЕЗУЛЬТАТЫ И ОБСУЖДЕНИЕ 

 

Настоящая работа посвящена разработке общей 

теоретической модели, описывающей индуцированное 

шумом перемежающееся поведение в мультистабиль-

ных системах. В рамках данной работы предложенная 

теоретическая модель прошла апробацию на примере 

двух модельных систем, демонстрирующих индуциро-

ванную шумом перемежаемость. Первой модельной 

системой является бистабильная система, находящаяся 

под внешним шумовым воздействием, которую в обоб-

щенном виде можно записать следующим образом: 

 

 
,0)(  tD

dx

xdU
x                                                  (1) 

 

при этом потенциальная функция была задана сле-

дующей: 
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где ξ(t) – δ-коррелированный Гауссов шум с нулевым 

средним; D – интенсивность шумового воздействия. 

Данная потенциальная функция имеет два локальных 

минимума, при этом b – параметр симметрии [20]. 

Дифференциальное уравнение (1) со стохастиче-

ским слагаемым ξ(t) приводит к стохастическому диф-

ференциальному уравнению: 
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(X(t) – стохастический процесс; W(t) – одномерный 

виннеровский процесс), которое эквивалентно уравне-

нию Фоккера–Планка: 
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где  tx,  – плотность вероятности стохастического 

процесса X(t). 

Так как в режиме перемежаемости исследуемая мо-

дельная бистабильная система долгое время находится 

вблизи одного локального минимума, можно предполо-

жить, что решение уравнения (4) должно быть найдено в 

виде метастабильного распределения медленно зату-

хающего, в течение длительного периода времени, т. е. 

 

     ,, xrtAtx                                                             (5) 

 

где r(x) – стационарная плотность вероятности, полу-

ченная из решения уравнения (4) для стационарного 

случая; A(t) – медленно убывающий с увеличением 

времени коэффициент. Таким образом, соотношение 

для распределения времени пребывания модельной 

бистабильной системы вблизи устойчивых положений 

равновесия можно записать в следующем виде: 
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При этом 
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где 
*x – граничная точка, расположенная на равных 

расстояниях от локальных минимумов U(x); P1,2 – ве-

роятности пребывания исследуемой бистабильной сис-

темы в окрестности первого или второго локального 

минимума; k – коэффициент нормировки. 

Другими словами, в режиме индуцированной шу-

мом перемежаемости распределения времени пребыва-

ния исследуемой системы вблизи устойчивого положе-

ния должны подчиняться экспоненциальному закону (6). 

Для подтверждения результатов теоретического ис-

следования индуцированной шумом перемежаемости в 

мультистабильных системах было проанализировано 

численное поведение двух разных систем, способных 

демонстрировать данный тип поведения. В качестве 

первого примера была рассмотрена модельная биста-

бильная система (1) с той же потенциальной функцией 

(2), при этом интенсивность шумового воздействия D =  

= 0,1. На рис. 1 показаны статистические распределе-

ния времен пребывания исследуемой системы, соот-

ветствующие двум сосуществующим устойчивым по-

ложениям в симметричном случае (b = 0). Рис. 1а соот-

ветствует первому сосуществующему режиму (первый 

локальный минимум потенциальной функции), рис. 1б 

относится ко второму режиму. Результаты численного 

моделирования представлены точками для обоих со-

существующих режимов, их теоретические аппрокси-

мации по закону (6) показаны сплошными линиями. 

Хорошо видно, что результаты численного моделирова-

ния и теоретические закономерности хорошо соотносят-

ся друг с другом, что свидетельствует о справедливости  
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Рис. 1. Распределение времени пребывания модельной бистабильной системы (1) вблизи устойчивых положений при b = 0. Резуль-

таты численных расчетов представлены точками. Теоретическая закономерность (6) показана сплошной линией. Параметры ап-

проксимаций: (a) T1 = 722; (б) T2 = 721 

 

 

предложенной теории индуцированной шумом пере-

межаемости. 

В качестве второй системы для исследований в 

рамках данной работы был выбран легированный эр-

бием оптоволоконный лазер с модулируемым парамет-

ром [21]. В ряде недавних работ [16; 22–23] показано, 

что данная динамическая система является мультиста-

бильной, причем при внешнем шумовом воздействии 

на нее она демонстрирует индуцированное шумом пе-

ремежающееся поведение, которое проявляется в том, 

что происходит попеременная смена одного колеба-

тельного режима другим. Данная динамическая систе-

ма описывается следующими уравнениями 
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где x – это интенсивность излучения лазера; y – это 

среднее значение верхнего уровня лазерной генерации; 

L – длина активного волокна в лазере; ξ1 и ξ2 представ-

ляют собой параметры, определяемые соотношением 

между основным состояниями: поглощением σ12, вы-

нужденным переходом σ21 и возбужденным состояни-

ем поглощения σ23; Tr – время внутрирезонаторного 

кругового обхода фотона; α0 – коэффициент поглоще-

ния слабого сигнала эрбиевого волокна на длине волны 

лазера; αth  – коэффициент внутрирезонаторных потерь 

на границе; τ – время жизни ионов эрбия в возбужден-

ном состоянии; r0 – радиус сердцевины волокна; w0  – 

радиус основной моды волокна; rw – коэффициент, 

указывающий на совпадение между основной модой 

лазера и активного волокна, легированного эрбием. 

Слагаемое Psp отвечает за спонтанное излучение основ-

ной моды лазера, а Ppump  – за мощность накачки в лазе-

ре и выражается как 
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где Pp – это мощность накачки на входе волокна, а β – 

безразмерный коэффициент. Параметры для моделиро-

вания были выбраны следующими: L = 0,88 м,  

Tr = 8,7 нс, rw = 0,308, 0 = 40 м–1, 1 = 2, 2 = 0,4,  

th = 3,92·10–2, 12 = 2,3·10–17м2, r0 = 2,7·10–6м,  

τ = 10–2с, λg = 1,65·10–6м, w0 = 3,5·10–6м и β = 0,5, что 

связано с тем, что при таком выборе параметров дан-

ные численного моделирования хорошо согласуются с 

экспериментальными результатами.  

Мощность накачки на входе волокна модулируется 

гармоническим сигналом 

 

   ,2sin1 tfmpP ddp                                     (10) 

 

где p – это мощность накачки; md – амплитуда колеба-

ний; fd – собственная частота колебаний лазера  

(fd = 80 кГц в рамках настоящей работы), при этом в 

данной системе возможно сосуществование до четырех 

периодических орбит Ai (i = 1,3,4,5) с частотой субгар-

моник fi = fd/i: период колебаний один (f1 = fd = 80 кГц), 

период колебаний три f3 ≈ 27 кГц), период колебаний 

четыре (f4 = 20 кГц) и период колебаний пять  

(f5 = 16 кГц). Если же в мощности накачки будет при-

сутствовать слагаемое с шумом, то получим следую-

щее соотношение 

 

     ,,2sin1 nddp fGtfmpP                      (11) 

 

где η – амплитуда шума, а  nfG ,  – функция с нену-

левым средним, характеризующая шум, причем ζ меня-

ется в переделах [–1, 1]. В результате влияния шума 

фазовая траектория будет периодически посещать раз-

личные бассейны притяжения устойчивых аттракторов, 

то есть будет происходить смена одного колебательно-

го режима другим. Таким образом, исследуемая систе-

ма перейдет из мультистабильного состояния в мета-

стабильное,  и в этом случае можно будет  детектировать 

перемежающееся поведение, индуцированное шумом. 

При этом влиять на количество сосуществующих ус-

тойчивых состояний и наиболее вероятное из них бу-

дут параметры стохастической модуляции fn и η. Если 

амплитуда шума η достаточно мала, то система (8) 

будет попеременно посещать бассейны притяжения двух 
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Рис. 2. Распределение времени пребывания вблизи устойчивых аттракторов (а – A1, б – A3) в легированном эрбиевом оптоволокон-
ном лазере (8) для амплитуды шума η = 0,11 (точки) и их аналитические аппроксимации по закону (6) (сплошные линии). Парамет-

ры аппроксимаций: (a) T1 = 3,110–4; (б) T2 = 3,910–4 

 

 

различных устойчивых аттракторов, что позволяет 

применить теорию, предложенную ранее, к исследуе-

мой системе. На рис. 2 представлены распределения 

времени пребывания исследуемой системы (8) вблизи 

устойчивых аттракторов, соответствующих режимам 

A1 и A3, для значения амплитуды шума η = 0,11, и пред-

ставлены их теоретические аппроксимации по закону 

(6). Из рис. 2 видно, что теоретические закономерности 

и численные результаты хорошо соотносятся друг с 

другом. Таким образом, можно сделать вывод, что при 

малом значении амплитуды шума распределения вре-

мени пребывания вблизи устойчивого положения, со-

ответствующие случаю, когда в легированном эрбием 

волоконном лазере сосуществуют два режимам коле-

баний, подчиняются экспоненциальному закону. 

В настоящей работе предложена теория индуциро-

ванной шумом перемежаемости в мультистабильных 

динамических системах. Показано, что распределения 

времени пребывания для каждого сосуществующего 

устойчивого режима подчиняются экспоненциальному 

закону. Основные результаты были проиллюстрирова-

ны на примере модельной бистабильной системы и 

легированного эрбием оптоволоконного лазера с моду-

лируемым параметром. 
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Theory of intermittency taking place in bistable dynamical systems subjected to additional noise influence is  

proposed. The main characteristic of intermittency namely the residence time distribution for both coexisting 

regimes is obtained analytically and numerically. The proposed theory is applied to bistable energy model 

and erbium-doped fiber laser with two coexisting periodic orbits. 
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